Simulation polarisierter, mehrfach gestreuter
LIDAR Riicksignale

Diplomarbeit in Physik bei
Prof. U. G. Oppel

an der

Ludwig—Maximilians—Universitat Miinchen

Vorgelegt von
Martin Kerscher

am 11. August 1994



Inhaltsverzeichnis

Einleitung und Ubersicht

1. Einfachstreuung polarisierten Lichts

2. Der StreuprozeB fiir polarisiertes Licht

3. Die LIDAR-GIleichung fiir polarisiertes Licht

4. Charakterisierung der Extinktions— und Streuverteilung
5. Der Simulationslgorithmus

6. Ergebnisse von Simulationsrechnungen

7. Zusammenfassung und Ausblick.

8. Anhang

Symbolverzeichnis

19

35

45

49

55

65

67

75



Inhaltsverzeichnis




Einleitung und Ubersicht

Ein LIDAR besteht aus einem gepulsten Laser und einem Empféanger. Beide sind im
monostatischen Fall am selben Ort und blicken in dieselbe Richtung aut ein Medium.
Befinden sich der Laser und der Empfanger nicht am selben Ort, oder blicken sie
in unterschiedliche Richtungen, so nennt man die Anordnung bistatisch (siehe Bild
0.1). Das zuriickgestreute Signal wird zeitaufgelost gemessen. In der Meteorolgie
werden mit einem LIDAR unter anderem Wolken und Aerosole untersucht. In vielen
Situationen tritt hierbei Mehrfachstreuung auf.

Bild 0.1 : Schema einer (bistatischen) LIDAR Anordnung.

Medium
(Wolke)

Empfaenger  Optik

Im Rahmen dieser Diplomarbeit werden wir das stochastische Modell, wie es bei Op-
pel et al. [21] und Noormohammadian [19] beschrieben wird, fir die Mehrfachstreu-
ung polarisierten Lichts verallgemeinern. Als Spezialfall werden wir die Streuung an
spharischen Teilchen (Mie Teilchen) behandeln. Dieses Modell dient als Grundla-
ge fiir ein Programm zur Simulation von polarisierten, mehrfachgestreuten LIDAR

Signalen (vgl. Kapitel 5 und 6).



Einleitung und Ubersicht

Hier nun eine Ubersicht der Kapitel:

e In Kapitel 1 Einfachstreuung polarisierten Lichts werden wir die physikali-
schen Grundlagen der Einfachstreuung polarisierten Lichts erlautern. Hierzu
fiihren wir den Begriff des Stokes—Vektors ein. Wir diskutieren dessen Ei-
genschaft bei der Streuung an einem sphérischen Teilchen mittels Mueller—
Matrizen. Mit diesen Ergebnissen leiten wir dann eine Phasenfunktion fiir
polarisiertes Licht ab.

o In Kapitel 2 Der Streuprozef$ fiir polarisiertes Licht definieren wir den physi-
kalischen Streuprozefl, und zeigen die einfache Markoveigenschaft.

o In Kapitel 3 Die LIDAR-Gleichung fiir polarisiertes Licht definieren wir, was
wir unter einem LIDAR verstehen wollen. Dann kénnen wir mit Hilfe des
in Kapitel 2 definierten Streuprozesses eine zeitabhingige und eine zeitun-
abhangige LIDAR-Gleichung fiir polarisiertes Licht angeben. Kapitel 2 und 3
sind unabhéngig von der Annahme der Streuung an sphdrischen Teilchen.

o In Kapitel 4 Charakterisierung der Extinktions— und Streuverteilung geben
wir die in Kapitel 2 definierten Markov—Kerne explizit an, und erldutern die
physikalische Bedeutung.

o In Kapitel 5 Der Simulationsalgorithmus diskutieren wir Verfahren, die zur
Auswertung der LIDAR-Gleichung aus Kapitel 3 mit Hilfe eines Monte—Carlo
Programmes bend6tigt wurden.

o In Kapitel 6 Ergebnisse einer Simulationsrechnung untersuchen wir die Er-
gebnisse einer Simulationsrechnungen mit den beschriebenen Verfahren aus
Kapitel 5 in Bezug auf ihre physikalische Relevanz. Wir geben Griinde an, die
fiir deren Richtigkeit sprechen. Zum Schluf} vergleichen wir diese Rechnungen

mit MeBergebnissen des DLR-Microlidars.



1. Einfachstreuung polarisierten
Lichts

In diesem Kapitel werden wir zuerst die Beschreibung polarisierten Lichts mittels
Stokes—Vektoren einfithren, und dann deren Verhalten bei Einfachstreuung disku-
tieren. Am Ende des Kapitels werden wir die Phasenfunktion fiir polarisiertes Licht
in Abhéangigkeit von der Intensitat des gestreuten polarisierten Lichts angeben.

Wenn es nicht ausdriicklich anders vermerkt ist, verwenden wir grundlegende Be-
zeichnungen, in diesem wie in den folgenden Kapiteln, in dem im Symbolverzeichnis
angegebenen Sinne.

1.1. Definition und Bemerkung : (Stokes—Vektor)

Fiir die Beschreibung polarisierten Lichts werden oft, gerade im Bereich der
Meteorologie, Stokes—Vektoren verwendet. Die physikalische Motivation fiir die
Einfiihrung der Stokes—Vektoren liegt darin, dafl die zwei komplexen Felder, die im
Rahmen der klassischen Elektrodynamik zur Beschreibung des elektromagnetischen
Feldes benutzt werden, durch vier reelle Parameter ausgedriickt werden kénnen,
die sich alle durch Intensitdten, bzw. Differenzen von Intensitaten, also mefibaren
Grofen, darstellen lassen (siehe Bohren—Huffman [2], Seite 47ff, und Born-Wolf [3],
Seite 55H4ff). Die Definition des Stokes—Vektors ist in der Literatur nicht einheitlich.
Wir verwenden im folgenden die Definition nach Chandrasekhar [4] bzw. Deirmend-
jian [5].

Wir betrachten, da wir in einem LIDAR einen Laser als Lichtquelle benutzen, eine
monochromatische ebene Welle, beschrieben durch das zeitabhdngige komplexwer-
tige Vektorfeld £ : IR® x IR — C°, mit Ausbreitungsrichtung ¢ € S? dargestellt
beziiglich dem lokalen rechtwinkligen Koordinatensystem ¢ := p € 5%, mit p L ¢,
und ey :=p x ¢ € 5% am Ort z (siehe Bild 1.1).
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Wie im Symbolverzeichnis angegeben beschreibe x das Kreuzprodukt in IR?, w sei
die Kreisfrequenz und ¢ die imaginare Finheit. Wir definieren:

Wobei Ey(z) := Ej(z)ey(z) + Er(z)er(r) mit den komplexen Feldern Ej, E; :
IR> — € und den reellen Vektorfeldern e, e; : IR> — S2. Fiir alle z € IR® legen
er(z),e(z) und eL(z) x ¢(z) ein durch p und ¢ bestimmtes lokales orthogonales
Koordinatensystem fest. Die durch ¢ und p aufgespannte Ebene bezeichnen wir als
Referenzebene, p bezeichnen wir als Referenzvektor.

Bild 1.1 : Das lokale Koordinatensystem zur Definition des Stokes Vektors fiir ein

Feld £ mit Ausbreitungsrichtung ¢ und Referenzvektor p. Eingezeich-
net sind die Realteile der Feldern F) und F; am Ort .

S e

eferenzebene

Wir definieren nun den Stokes—Vektor am Ort x als Spaltenvektor S7'(z) mit den
folgenden vier reellen Gréflen. Mit * bezeichnen wir die komplexe Konjugation.



ST(2) = (Ij(2),1o(x),U(2), V()" wobei
Li(z) = Ey(e)Ej(z)

L(2) = Fi(0)Bi(e)

Ue) = Ey(e)EL(e) + Bu(a)Ej(x)

V() = i (By(@)Ei() — (o) ()

Die Intensitét I(z) := Ij(z) + I (z) ist die Summe der Intensitdt des parallel po-
larisierten Lichts I und der Intensitét des senkrecht polarisierten Lichts 1. Ei-
ne ausfithrliche physikalische Motivation fiir diese Definitionen wird bei Bohren—

Huffman [2], Seite 46ff, und auch bei Born—Wolf [3], Seite 5541f, gegeben.

Oft wird in der Literatur auch folgende dquivalente Kombination als Stokes—Vektor
verwendet (siehe Bohren—-Huffman [2], van de Hulst [10] und Born—-Wolf [3]), mit

(](x),Q(:ﬁ),U(x),V(x))T wobei
I(z) = I(z)+ I(z) und Q(z):=Ij(z)— IL(z).

Der normierte Stokes—Vektor sei folgendermaflen definiert:

(iy(2),is(2),ule),v(x)) . falls I(x) # 0,

t(3 =
st(e) (0,0,0,0) falls () = 0,

wobei
() = e i(e) =28 u(e) =8, (@)= T8

Fir I(z) # 0 gilt dann 'iH(x) +i(x) =1.

1.2. Bemerkung : (Photonenbild)

Der normierte Stokes—Vektor st 148t sich als Zustandsvektor eines Photons verste-
hen, der dessen Polarisationszustand beschreibt. Zwischen zwei Streuungen, bzw.
zwischen Streuung und Absorbtion, dndert sich der Polarisationszustand nicht.
Im stochastischen Modell wird dann das Photon zwischen zwei Streuungen einen
Stokes—Vektor st(z) = st tragen. Dies berechtigt uns dazu den Stokes—Vektor im
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stochastischen Modell unabhangig vom Ort x anzugeben. Wir betrachten also ein
»polarisiertes Photon“, das seinen Polarisationszustand zwischen den Streuungen,
b.z.w. zwischen Streuung und Absorbtion, behalt. Ein , polarisiertes Photon“ wird
durch das Tupel (z,¢,st, p) beschrieben, wobei & den Ort, ¢ die Flugrichtung,
st den normierten Stokes—Vektor und p den Referenzvektor, der mit ¢ zusammen
die Referenzebene (p, ¢) aufspannt, beschreibt. Die Intensitat des Strahlungsflufles
ist in diesem Bild proportional zur Anzahl der Photonen. Der Stokes—Vektor des
gesammten Strahlungsflules ergibt sich durch (gewichtete) Summation der Stokes—
Vektoren (einzelner Photonen). Zwei Stokes—Vektoren konnen, falls sie unabhéngige

Felder beschreiben, wie folgt addiert werden (siche Born—Wolf [3], Seite 555):
T
ST+ 8T = (Lj+ 1) 1L+ 1, U+ U,V +V)

Fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung dieses Bildes siehe Krichbaumer [14], Seite

197.

1.3. Definition und Bemerkung : (Menge der normierten Stokes—Vektoren)

Wir definieren nun die Menge der normierten Stokes—Vektoren:

Pol = {(i11,u,v) € R* : 4,10 €10,1], u,v € [-1,1],
i +ir =1, 4qi =’ +0*} U {(0,0,0,0)}

Die letzte Bedingung in Pol folgt aus der Eigenschaft von Stokes—Vektoren fiir mo-
nochromatisches Licht (]” + 1) = (Ill — 1)+ U? + V?* (vgl. Bohren—Huffman
[2] Seite 51). Jeder Stokes—Vektor aus Pol, ist ein normierter Stokes—Vektor nach
Definition 1.1..

1.4. Definition und Bemerkung : (Drehung eines Stokes—Vektors)

Sei st € Pol beziiglich der Referenzebene (p, ¢). Rotieren wir nun die Referenzebene
(p, ) um ¢ linkshandig (also in Richtung von ¢ blickend gegen den Uhrzeigersinn)
mit dem Winkel ¢ € [0,27], so berechnen wir den neuen Stokes—Vektor st,,;, dar-
gestellt beziiglich der neuen Referenzebene (p', ), mit p’ € S* und p' L ¢, mit der
folgenden linearen Transfomation aus dem urspriinglichen Stokes—Vektor st, wie sie
bei Chandrasekhar [4], Seite 35, angegeben wird. (Fiir die Definition von ¢ und p’
siehe Bild 1.2 oder Bemerkung 1.10.).



Bild 1.2 : Rotation der Referenzebene

alte Referenzebene

neue Referenzebene A

strot 1= LA¢)-st mit

Cf)sj((;/j)) sinz((q;)) %lsm(?;qu)
[A) = —sin(2¢) sin(2¢) CQOS(2</5)
0 0 0

_— o O O

Wir erkennen, dafl LA(¢) = L(¢ + =) gilt, d.h. eine Rotation der Referenzebene
um 180 Grad hat keinen Einflufl auf die Darstellung der Rotationsmatrix und der
Stokes—Vektoren. Wir miissen also fiir die Berechnung des rotierten Stokes—Vektors
den Winkel zwischen den Referenzebenen nur modulo 7 bestimmen. Die Orientie-
rung der Referenzebene muf} jedoch erhalten bleiben, da die Komponenten u und
v sonst das Vorzeichen wechseln wiirden. Es gilt weiterhin st,,; € Pol, das heif}t
die Normierung 7| ,o¢ + 170t = 1 des Stokes—Vektors bleibt erhalten, was auch
physikalisch klar ist, da nur das zugrunde liegende E—Feld beziiglich eines neuen
lokalen Koordinatensystems dargestellt wird und kein physikalischer Prozef}, der
die Intensitat I verandert, stattfindet. Die Abbildung L  : [0,27] x Pol — Pol ist
B([0,27] x Pol)—B(Pol) mefibar und beschrankt.

1.5. Definition und Bemerkung : (Streuung an einem spharischen Teilchen)

Die Streuung polarisierten Lichts an einem spérischen (Mie—) Teilchen 14t sich
durch eine lineare Transformation des Stoke-Vektors mit der Matrix MAz,0) am
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Ort = € IR’ und mit dem Winkel § € [0, 7] beschreiben (siehe Deirmendjian [5]
Seite 69ff).

ST = MAx,0)- st,,s wobei

m(2,0) 0 0 0

- 0 my(z,0) 0 0
Mz, 0) = 0 0 ma(e,0) —ma(z,0)
0 0 my(z,0)  ms(z,0)

weay

im Rahmen der Mie-Theorie angeben. Dies wird in Bemerkung 8.5. néher erlautert.
Wir konnen M fiir jedes Medium und die notwendige Winkelauflosung numerisch
bestimmen.

Der Winkel @ ist der Elevationswinkel, d.h. der Winkel zwischen der Ausbreitungs-
richtung vor und nach der Streuung (siehe Bild 1.3).

Der Stokes—Vektor ST ist hierbei beziiglich derselben Referenzebene wie st,..; € Pol
dargestellt. Er ist im allgemeinen nicht mehr normiert.

Mz, 0) wird oft als die Mueller-Matrix fiir das Streuzentrum (Mie-Teilchen) am
Ort = bezeichnet. Wir konnen also Streuung an unterschiedlichen Mie—Teilchen
(unterschiedliche Grofie oder GroBenverteilung, unterschiedlicher Brechungsindex,
etc. an verschiedenen Orten x) im stochastischen ProzeB betrachten. Fiir die Nor-
mierung der ersten beiden Elemente der Mueller-Matrix gilt (sieche Deirmendjian

[5], Seite 73):
/Ozx”%(ml(x,a) +my(x,0)) sin(9) df d¢ = 4,

somit folgt

/07T %(m1($,9) +mgy(xz,0)) sin(f) df = 2.

Die gesamte Streuung 1Bt sich wie folgt schreiben:
ST = MAx,0)-LA(¢)- st

m(z,0) cos*(¢)  my

( (z,0 smy(x,0)sin(29)
my(z,0)sin(¢)  my(z,0
( (z,0

sin(¢) 0
cos’(¢)  —3ma(x,0)sin(24) 0
n(20)  mo(e,0)cos(26)  mu(x,0)
Ysin(26) —my(e,0)cos(26) mole. )

10

- st



Bild 1.3 : Die Geometrie fiir die polarisierten Streuung am Ort z mit Einfalls-
richtung ¢ und Referenzvektor p vor der Streuung, und Streurichtung
¢’ und Referenzvektor p’ nach der Streuung.

Referenzebene vor der Streuung

Streuebene = Referenzebene nach der Streuung

Wir stellen also st zuerst beziiglich der Ebene, aufgespannt durch ¢ (Ausbreitungs-
richtung vor der Streuung) und ¢’ € S? (neue Ausbreitungsrichtung) dar. Dies
geschieht mit der Rotation L(¢) nach Bemerkung 1.4.. Die Ebene (p', ¢’) ist durch
die Ebene (¢, ¢') gegeben; p' mit p’ L ¢ und p’ L ¢ liegt in der Ebene (¢, ¢’).
Dann fithren wir die Transformation mit der Mueller—Matrix durch (siehe Bild 1.3).

Fir die Iteration des Streuvorgang, wie im stochastischen Modell notwendig, benoti-
gen wir, analog zum nicht polarisierten Fall, die Phasenfunktion, die uns dann nach
Bemerkung 4.4. die Streuverteilung liefert.

1.6. Bemerkung : (Intensitdt nach der Streuung)

Die Intensitét ist nach Bemerkung 1.1. gegeben durch
I'2,0,¢,st) = (I +1\)(z,0,0,sl)

Iy und I} sind die Komponenten des gestreuten Stokes-Vektor S7" =
(]ﬁ,]i,U’,V’)T = MA(x,0) - L(¢) - st (siche Bemerkung 1.5.). Es seien z, ¢, p, ¢’
und der einfallende normierte Stokes—Vektor st = (4,21, u, v)T gegeben, und nach

1.10. sei 0 = 0(p,¢"), ¢ = ¢(p, p,¢'). Es gilt dann:

I'(z,0,¢,st) =

= imi(x,0)cos’(¢) + iLmi(x,0)sin’(¢) + u Tmy(xz,0)sin(2¢) +
+i)my(z, 0) sin2(¢>) + i1 ma(x,0) c052(¢>) —u %mg(x, ) sin(2¢)

11



1. Einfachstreuung polarisierten Lichts

= m(w,0) (i) cos’(¢) + iy sin*()) + ma(w, 0) (i) sin®(¢) + i1 cos?(¢)) +
+(mi(2,0) —ma(,0))u } sin(29).
Mit der Normierung des einfallenden Stokes-Vektors 7 + i, = 1 folgt
I'(z,0,¢,st) =
= mu(x,0)[ sin*(¢) + 1 (cos*(¢) — sin*(¢)) | + ma(x, 0)[ cos*(¢) +
+ij(sin®(¢) — cos*(¢)) | + (mu (@, 0) — my(x, 0))ug sin(2¢).

2
Einsetzen von cos(2¢) = cos(¢) — sin’(¢) liefert
I'(z,0,6,st) =

= my(z,0)( sin*(4) + i cos(2¢) ) + ma(z,0)( cos 2(¢) — iy cos(2¢) ) +
+(mi(x,0) — ma(z, 9))u sin(2¢),

und mit cos?(4) = (1 + cos(2¢)) und sin?(¢) = 2(1 — cos(2¢)) folgt

I'(z,0,¢,st) =
= my(z,0)( 2 — Lcos(2¢) + i cos(2¢) ) +
Frma(@,0)( 3 + § cos(26) i cos(26) ) +
+ (my(z,0) — my(x, 9))u sin(2¢)

1

= (mi(z,0) + may(z,0)) — L(mu(x,0) — ma(z,0)) cos(26) +
+(mu(x,0) — ma(x, 0))icos(2¢) + (mi(x,0) — my(x, 0))us sin(2¢)

= Lm(w,0) + ma(2,0)) + L(mu(,0) — my(x,0)) ( (24 — 1) cos(26) + usin(2¢) ).
Es gilt nach der Normierungsbedingung fiir die Mueller-Matrix M (vgl. 1.5.)

27 po
// I'(z,0,¢,st)sin(0)df dp =

= /%/” H(mi(z,0) + ma(x,0)) sin(0) db do +

>—*

= /2/ (L(ma(x,0) — ma(,0)) ((2i — 1) cos(2¢) + usin(2¢)) ) sin(0) dO d¢

12



1.7. Definition und Bemerkung : (Phasenfunktion fiir polarisiertes Licht)

Die Phasenfunktion ist im Fernfeld gegeben durch die Intensitat der Strahlung nach
der Streuung am Punkt = € IR® (siehe z.B. Krichbaumer [14] Seite 197). Wir defi-

nieren nun die Phasenfunktion fiir polarisiertes Licht:

Phyor + IR x [0,7] x [0,27] x Pol — R, mit
1

phooi(x,0, ¢, st) = E]’(:l;,@,(/ﬁ,st):
_ ﬁ [ L(mi(2,0) + mala,0)) +
+ L(ma(2,0) — ma(x,0)) ( (2i — 1) cos(2¢) + usin(2¢) ) |

Die Phasenfunktion ph,,; ist offensichtlich eine B(IR® x [0, 7] x [0, 27] x Pol) — B(IRY)
mefibare, beschriankte Abbildung, da die Abbildungen m; und my, B(IR® x [0, 7])
B(IRy )-meBbar und beschrénkt sind (siche im Anhang Bemerkung 8.5.).

1.8. Definition und Bemerkung :

Um den Streuvorgang im Sinne des stochastischen Modells iterieren zu kénnen,
normieren wir S7" und erhalten den normierten gestreuten Stokes—Vektor st':

st' = N(z,0,¢,st)- ST = N(x,0,¢,st) M(x,0) L) - st
wobei N : IR? x [0, 7] x [0,27] x Pol — IR} mit

1
———— falls I'(z,0 t)#0
{ ]/(I797 ¢73t>7 alls ($7 7¢78 ) # M)

0, falls I'(x, 0, ¢, st) = 0.

N(z,0,¢,st) :=

I'(xz,0,¢,st) ist die Intensitat des Stokes—Vektors ST' nach der Streuung am Ort
z mit einfallendem normierten Stokes—Vektor st und den Streuwinkeln § und ¢
ist (siehe auch 1.7.). Die Multiplikation des Stokes—Vektors mit einem Skalar ist
komponentenweise zu verstehen. Mit dieser Konstruktion bleibt fiir I'(x, 8, ¢, st) # 0
die Normierung von st’, i|’| + ¢, =1, erhalten und es gilt st’ € Pol.

1.9. Lemma :

Wir stellen folgende Bedingungen an #. Eine (zum Teil physikalische) Begriindung
fiir diese Bedingungen wird in Bemerkung 8.5. in Anhang gegeben. Es sei

1. m; fiir j € {1,2,3,4} eine B(IR® x [0, 7])-B(IR)-meBbare und beschrinkte
Abbildung, und

13



1. Einfachstreuung polarisierten Lichts

2. fiir = € IR® und 0 € [0, 7] gelte my(z,0), mo(z,0) > 0.

Dann ist N- M L, eine B(IR® x [0, 7] x [0, 27] x Pol)-B(Pol)-meBbare Abbildung.

Beweis :

Wir betrachten dazu die einzelnen Faktoren.

e Mit Bedingung 1 und Bedingung 2 ist die Abbildung N wohldefiniert sowie
B(IR® x [0, 7] x [0,27] x Pol)-B(IR{)-meBbar.

e Nach Bemerkung 1.5. und Bedingung 1 ist #, komponentenweise B(IR® x
[0, 7] x [0,27])-B(IR)-meBbar und beschrankt, somit ist dann N - M/, nach
Konstruktion in 1.5. B(IR® x [0, 7] x [0,27] x Pol)-B(Pol)-meBbar.

e [ ist nach Definition 1.4. B([0,27] x Pol)-B(Pol)-meBbar.

Damit ist auch die Mefibarkeit fiir das Produkt gezeigt. W

1.10. Definition und Bemerkung : (Geometrie der Streuung)

Im stochastischen Prozefl miissen wir bei gegebener Richtung ¢’ nach der Streuung
nicht nur den Stokes—Vektor rotieren und streuen, sondern auch noch die Referenze-
bene nach der Streuung neu berechnen. Hierzu bestimmen wir den Referenzvektor
p' € S? mit p' L ¢ nach der Streuung aus der Einfallsrichtung ¢ und dem einfal-
lenden Referenzvektor p, wobei p L ¢ gilt.

Im folgenden werden wir sowohl die Funktionen als auch die entsprechenden Varia-

blen (Winkel) mit § und ¢ bezeichnen.
Wir definieren:

0:5*x85* — [0,7] mit
0(p,¢') = arccos ((¢,¢)).

(-) liefert den Winkel zwischen der einfallenden Richtung ¢ und der ausfallenden
Richtung ¢’ des Photons (siehe Bild 1.3). Weiterhin definieren wir:

14



$:85*xS*xS* — [0,27] mit

arccos ({p % p, HEZE—EZW) falls (p,¢") #0, ¢ L p
und [|p — 2511 < V2,
olp,p ) = 7 + arccos ((c,o X p, %», falls (o, ¢") #0, ¢ L p
und o — 52> V3,
0, sonst.

é(-) liefert den Winkel ¢ zwischen der Referenzebene des Photons vor der Streu-
ung, aufgespannt durch ¢ und p, und der Streuebene (der Referenzebene nach der
Streuung), aufgespannt durch ¢ und ¢, b.z.w. p’ und ¢’ (siehe Bild 1.3).

Wir kénnen nun zwei Rotationen Rot}, Rot} : S* x S* x [0,7] x [0,27] — SO(3)
angeben (wir machen im Rahmen dieser Arbeit keinen Unterschied zwischen der
(hier) 3-dimensionalen reellen Matrixdarstellung der SO(3) und der Gruppe SO(3)
an sich), so daf gilt:

!/

¢ = Roti(¢,p,0,¢) ¢ und
p' = Roty(p,p,0,4) p.

Durch die Einschrankung auf Darstellungen der SO(3) bleibt die Orientierung der
Referenzebene, wie in Bemerkung 1.4. gefordert, bei diesen Transformationen er-
halten.

Die explizite Darstellung der zwei Rotationen wird gleich anschlieflend in 1.11. an-
gegeben.

Mit den Abbildungen 6(-) und ¢(-) definieren wir die zwei Abbildungen

Roty, Rot, : S*x8*x 5% — SO(3) mit
Roti(p,p,¢") = Roty(e,p,0(p,¢"),¢(e,p,¢")) und
Roty(p,p,¢") = Roty(w,p,0(0,¢"), ¢(9, p,¢")).

1.11. Definition und Bemerkung : (Drehung von ¢ und p)

Wir werden in diesem Abschnitt die Drehungen Rot] und Rot} (siehe Definition
1.10.) von ¢ und p bei gegebenem 6 und ¢ explizit angeben.
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1. Einfachstreuung polarisierten Lichts

Bild 1.4 : Die Rotation der Vektoren ¢ und p um 6

A

o0

o xp

Eine Drehung Oz(3) eines Vektors @ € IR® rechtshiindig mit Winkel 8 um die Achse

@ € S? 1aBt sich wie folgt parametrisieren:
Oz(B)-v = VUcosff —uxvsinf + (1 —cosfB)(u,v)u

Jedes Element der SO(3) 1aBt sich so darstellen, und jede solche Parametrisierung
ist eine Darstellung eines Elements der SO(3). (Beweis siehe Scheck [24] Seite 76.)

Wir betrachten nun die Abfolge der Drehungen, die nétig sind ¢ und p bei gegebe-
nem 6 und ¢ in ¢’ und p’ (siehe Bild 1.3) zu transformieren.

o Wir drehen zuerst die Flugrichtung ¢ und den Referenzvektor p um den Win-
kel @ mit dem Vektor ¢ x p als Drehachse. Dabei sei nach Bild 1.4

@ = Oux,p(0)-¢ und
p o= Ogxp(0) - p.

e Dann drehen wir @ und p um den Winkel —¢ um die Flugrichtung ¢, siehe
Bild 1.5
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Bild 1.5 : Die Rotation der Vektoren ¢ und p um ¢

Die Drehungen Rot| und Rot} lassen sich nun explizit wie folgt schreiben
Rot’l(%p,@, ¢) = O(PXP(H) ) Ow(_¢)
Rotg(g‘o,p,ﬁ, ¢’) = O@XP(Q) ) Ow(_¢)-

Beide sind Darstellungen der SO(3) wie in Bemerkung 1.10. gefordert.

Rot} und Rot}, sind nach Konstruktion B(S* x S? x [0,7] x [0,27] x S*)-B(S5?)-
mefBbar. Ebenfalls sind dann mit der Definition von () und ¢(-) die Abbildungen
Roty und Roty, B(S5? x S x 5% x §?)-B(S*)-mebbar.
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1. Einfachstreuung polarisierten Lichts
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2. Der StreuprozeB fiir polarisiertes
Licht

In diesem Paragraphen werden wir ein stochastisches Modell darstellen, welches den
Prozefl der mehrfachen Streuung von polarisiertem Licht an atmosphérischen Teil-
chen beschreiben soll (vgl. Oppel et al. [21], § 4 b.z.w. Noormohammadian [19]). Die-
ser Prozef} kann auf kanonische Weise in elementare Streuprozesse, wie sie in Kapitel
1 beschrieben werden, zerlegt werden, die ihrerseits den Prozefl der multiplen Streu-
ung eines Photons oder eines monochromatischen kollimierten Strahls von Photonen
beschreiben. Wir werden zeigen, dafl der dazugehorige Orts—RichtungsprozeB, der
den n—ten Streuort bzw. die n—te Streurichtung beschreibt, ein Markovprozef ist.

2.1. Motivation : (Physikalischer StreuprozeB)

Wir nehmen in unserem Modell an, dal wir Licht durch Photonen beschreiben
kénnen, die an atmosphérischen Partikeln z.B. Molekiile, Eiskristalle, Wassertropf-
chen, Staubteilchen oder an Latexkiigelchen einer Latexemulsion gestreut werden
und sich zwischen zwei Streupunkten geradlinig fortbewegen. Es gehen hierbei meh-
rere Hypothesen (,single particle“, jindependent scattering®, , far field“) ein, die bei
Oppel et al. [21], § 2 ndher erlautert werden.

Wir wollen die zugrundeliegende Idee des stochastischen Modells fiir polarisiertes
Licht kurz beschreiben (vgl. Bild 2.1), und betrachten hierzu ein Photon, welches
in einer bestimmten Richtung ¢y € S? von einem gegebenen Punkt z, € IR? zu
einer Startzeit g mit dem normierten Stokes—Vektor stg € Pol starten moge. Da ein
Stokes—Vektor immer nur beziiglich einer Referenzebene angegeben werden kann,
bendtigen wir noch einen Referenzvektor py € S? mit py L o, der dann mit ¢
die Referenzebene aufspannt. Das Tupel wy := (0, o, Sto, po, to) beschreibt einen
LIDAR-Sender, mit Standort im Punkt z¢, der einen exakt kollimierten Sendestrahl
in Richtung ¢y aussendet, mit einer durch den Stokes—Vektor sty beziiglich der Refe-
renzebene (po, o) gegeben Polarisation. Dieses Photon bewege sich mit konstanter
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2. Der Streuprozef$ fiir polarisiertes Licht

Bild 2.1 : Der Pfad eines mehrfach gestreuten Teilchens, das im Punkt z¢ in Rich-
tung o mit Stokes—Vektor sty und Referenzvektor pg gestartet ist.

Geschwindigkeit ¢, d.h. der Lichtgeschwindigkeit im jeweiligen Medium, entlang des
von zg ausgehenden und in Richtung ¢q zeigenden Halbstrahls.

Nach einer Zeit w; := 1; werde es zum ersten Mal im Punkt z() := zo + ctip0
durch ein Teilchen in eine Richtung ¢, gestreut oder absorbiert. Im Fall der Streu-
ung erhalt es einen neuen Stokes—Vektor sty, mit Referenzvektor py, p1 L ¢1. Wir
definieren wy := (i1, st1, p1). Anschlielend bewege sich das Teilchen, falls es nicht
absorbiert wurde, entlang des von z(;) ausgehenden und in Richtung ¢, zeigenden
Halbstrahls weiter mit der konstanten Geschwindigkeit c.
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Wiederum nach einer Zeit w3 := t; werde es im Punkt z () := x(1)+ctap; in Richtung
w2 mit Stokes—Vektor st; und Referenzvektor ps, pa L 3, gestreut bzw. absorbiert.
Wir setzen wy 1= (2, sta, pa).

Der Pfad dieses Teilchens wird also durch die Streusequenz

w = (wo,wr,ws,ws, Wy, . ..)

= ((107SOo,StoapovtO);th@173t1a,01;t2a99273t27/)2;---)
eindeutig bestimmt. Bild 2.1 illustriert die Situation.

2.2. Definition und Bemerkung : (StreuprozeB)

Sei ¢ € IRT eine fest vorgegebene Konstante. Wir definieren nun fiir ¢+ € {1,2,3},
k€ INund [,n € Ngmit [ <n:

\QOI = RB, QOQ = 52, QOS = POZ, QO4 = 527 QOS = REIJ—
Qo 1= Qo1 x Doz X Loz X Qg x Qos,
Qk,dir = Szo, thol = POZ7 Qk,ref = SQ,

0 IRE;OO, falls k ungerade,
T Qi % Qo X Doy, falls k gerade,

QW= T @ und Q:= ] D
m=0 m=0

sowie die dazugehorigen (Produkt—) o—Algebren :

ﬁOi = %(002)5 ﬁo = %(90)7
Rokdir = B(Vakair)y Bokpor = B(Qakpot), Rakrer 1= B(Qakref),

ﬁ B(N%), falls k£ ungerade,
t R dir @ Ripot @ Rires falls k gerade,

A = éﬁm und R := éﬁm

m=0 m=0

Die Konstante ¢ beschreibe die Geschwindigkeit eines Photons, d.h. die Lichtge-
schwindigkeit im jewetligen Medium. Wir nehmen ab sofort an, dafl ¢ die Licht-
geschwindigkeit im Vakuum beschreibe, was fiir atmosphérische Mehrfachstreuung
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2. Der Streuprozef$ fiir polarisiertes Licht

sehr gut erfillt ist. Verschiedene Medien bedingen, ohne Einschrankung der All-
gemeinheit des Modells, nur unterschiedliche Extinktions— bzw. Streuverteilungen
(siehe Kapitel 4), jedoch nicht unterschiedliche Lichtgeschwindigkeiten in den Me-
dien.

Wir betrachten folgende Projektionen :
pro; + Qo — Qo; die kanonische Projektion auf die :~te Komponente von €,

pr, 0 — Q, die kanonische Projektion,

praie © Qar — Qog gir die kanonische Projektion auf die Richtungen,

Propor t Qog — Dok pol die kanonische Projektion auf die Stokes—Vektoren,
Pries @ Qak — Qog res die kanonische Projektion auf die Referenzvektoren,
Prog Q™ - ,  die kanonische Projektion auf die {-te Komponente,

7, Q0 — Q" mit  w = (wy :m € Ny) — 7 (w) := (wm : 0 <m < n).

Es beschreibe fiir ein Photon (vgl. Bild 2.1) :

Qo1 den Raum der Startpunkte xg,

Qoo den Raum der Startrichtungen o,

Qo3 den Raum der normierten Stokes—Vektoren sty des startenden Photons,
Qo4 den Raum der Referenzvektoren py des startenden Photons,
Qos den Raum der Startzeiten tq,
Oorq den Raum der Zeiten zwischen dem (k — 1)-ten und k—ten Streuereignis,
Dok dir den Raum der Streurichtungen ¢ nach dem k—ten Streuereignis,
Dok pol den Raum der normierten Stokes—Vektoren st; nach dem k-ten Streuereignis,
Dok res den Raum der Referenzvektoren p; nach dem k—ten Streuereignis und
Qs den Produktraum aus dem Raum der Streurichtungen y;, dem Raum der

Stokes—Vektoren st;, und dem Raum der Referenzvektoren p; nach dem

k—ten Streuereignis.

Versehen mit der Produkt—o—Algebra & nennen wir ) den Raum der Streufolgen w.
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Ferner seien :

E. € 93?(Q<2k_2), Nog—1) bzw.
P, € m(ﬂ(%_l), Qo) vorgegebene Markovkerne und ferner

E , falls k£ ungerade,
Pre MO Q) mit Ppo={ T2 &
Py, falls k gerade.

Wegen der ungeordneten Struktur der Atmosphére sind die Streurichtungen und die
Zeiten zwischen zwei aufeinanderfolgenden Streuereignissen zuféllig (vgl. Oppel et

al. [21] § 2). Diese Zufélligkeit wird durch die Markov—Kerne Ej und Py fir k € IN

beschrieben.

Er(wo, ... ,wa—2; A) moge die Wahrscheinlichkeit sein, mit der ein Photon mit der
Streusequenz (wo, . ..,wsk—2) zur einer Zeit t, = w1 € A € K1 ausgehend
vom (k — 1)-ten Streuort zum k-ten Mal gestreut wird. Ej(wo,...,wk—2;{c0})

beschreibe die Wahrscheinlichkeit, dafl dieses Photon nach k& — 1 Streuungen nicht
mehr gestreut wird. Wir nennen FEj, die k—te Extinktionswahrscheinlichkeat.

Pr(wo, ... ,wa-1; B) moge die Wahrscheinlichkeit sein, mit der ein Photon mit
der Streusequenz (wo,...,w2k—1) bei der k—ten Streuung in eine Richtung ¢ =
prair(w2r) mit einen Stokes—Vektor sty = pryo(wae) und Referenzvektor pp =

prref(war) gestreut wird, wobei wy, € B € Ry ist. Pk(wg,...,w%_l;{go} x A)
beschreibe fiir alle A € B(Qakpor X Qopres), A # @, die Wahrscheinlichkeit, daf
dieses Photon bei der k-ten Streuung absorbiert wird. Wir nennen Py die k—te
Strevwahrscheinlichkert.

Nach dem Satz von lonescu—Tulcea (vgl. Neveu [18], Satz 5.1.1 und Corollar 2 auf
Seite 194 bzw. 197) gilt, dafl es fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl 7 : & — [0, 1]
genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl IP” : 8 — [0, 1] gibt, so daB fiir jedes Rechteck
R:=N!_opr;}(K,) mit K,, € &, und n € INg gilt :

IP"(R) = /// Pu(woy .. ywp—1;dwy,) ... Pilwo;dwr) 7(dwy).

Ko K,

Wir nennen IP” den physikalischen (multiplen) Streuprozeff (oder auch Rayleigh’s
Random Flight) mit der Startverteilung 7.

Wir definieren nun noch einige Grofien, die wir spater benotigen :
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2. Der Streuprozef$ fiir polarisiertes Licht

2.3. Definition und Bemerkung :

Fir £ € IN und n € IN; seien :

B = 7‘-;1 (ﬁ(n))v
v R, falls k£ ungerade,
T S2x Pol x §?, falls k gerade,

Xy = {weQ:pri(w) € U fiire=1,...,k},

und

X(O) := pro1 0 pro, ®g:= prog o pro, Sto:= prozo pro,
R := proz o pro, To := pros o pro,
Ty :=prog—1, Sty 1= prps o prag, Ry 1= pries o prog,
Prair 0 prax, falls w € Xany,
Qp:Q— 52, Opw):= {

00, falls w € @\ Xap),

k
Xoy(w)+ ¢ ®_1(w)Ti(w), fallsw € Xgp_y),
=1

X =R, Xp(w) =
2, falls w € Q\ X(z-1),

und fiir t € Ry :

. . Jj+1
Ni:Q = Now, mit No(w) = inf {] eNg:t < Zg Ti(w)}, falls {...} # @,
00, falls {...} = @,
X(Nu)(@) + € Py (2 Niw)T-( ), fallsw e &,
X, : 0 =R, mit Xy(w):= (Ne(w) (W) + € P, (w) P w)), fallsw .
o0, fallsw € Q\ A},

wobei

Xo={weQ:pr(w) eV, firi=1,...,2N(w)} N {w e Q: Ny(w) € IN}.

Fir & € IN folgt sofort aus der Definition, dal X € B, X(o) eine Po—Ro1-
meBbare —, ®¢ eine Po—Roo—mebbare —, Sty eine Po—Kos—meBbare —, Ky eine Po—
Ros—meBbare —, Ty eine Po—RKos—meBbare -, O eine Poyp—Rap giymeBbare —, Sty
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eine Por Kok por—meBbare —, Ry, eine Por—Kop o p-meBbare —, T}, eine Pop_1-RKop—1—
mefbare — und X eine PBor_1-B(IR2 )-meBbare Abbildung ist. Ferner gilt fiir
t € Ry und n € INy :

{(Ne=n} € o({Th.....Tur}) C  Paupr,

(Ni=oc} = O\ J{N=i} € o U Ban),

1€Ng 1€Ng

x = U N (rw)nnN(m)) e &

mENg k=1

d.h. fiir ¢ € R ist N, + 1 eine Stopzeit beziiglich der monoton wachsenden Folge
(Bar_1 : k € IN) von Sub-o-Algebren von & und X; eine & B(IR ) -mefbare
Abbildung.

Fiir w € Q, k € IN und ¢ € IR} beschreibe :

X(ak-1) die Menge der Photonen, die mindestens k-mal gestreut werden (d.h.
insbesondere bis zur k—ten Streuung noch nicht absorbiert wurden),

A;  die Menge der Photonen, die bis zur Zeit ¢ nach endlich vielen Streuungen
noch nicht absorbiert wurden,

den Startpunkt des Photons,
die Startrichtung des Photons,

(w)
(w)
Sto(w)  der normierte Stokes—Vektor des startenden Photons,
(w)  der Referenzvektor des startenden Photons,
(w)

die Startzeit des Photons (vgl. Sendepuls des LIDAR Senders in Defini-
tion 3.1.),

die Richtung des Photons nach der k—ten Streuung, falls ®4(w) € S,
der normierte Stokes—Vektor des Photons nach der k—ten Streuung,

der Referenzvektor des Photons nach der k-ten Streuung,

den k-ten Streuort, falls X (w) € IR®,

(w)
(w)
(@)
Ti(w)  die Zeit zwischen der (k — 1)-ten und k-ten Streuung, falls T}(w) € IR{,
(w)
(w) die Anzahl der Streuungen bis zum Zeitpunkt ¢, falls NV;(w) € INp,
(w)

den Ort des Photons zum Zeitpunkt ¢, falls X;(w) € IR®.

Fiir jede Startverteilung 7 beschreibt der stochastische Prozef (X; : ¢ € IR}) iiber
dem Wahrscheinlichkeitsraum (£, &, IP7) die rdumliche Diffusion der Photonen des
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2. Der Streuprozef$ fiir polarisiertes Licht

multiplen Streuprozesses IP7.
Da die Funktionen X(o), ®o, Sto, Ro, To, P, Str, Ri, Tx und X fiir £ € IN nur
von der ersten bzw. den ersten 2k bzw. 2k 4+ 1 Koordinate(n) abhangen, werden wir

diese Bezeichnungen auch verwenden, wenn gemeint ist, dafl diese Funktionen auf
den entsprechenden Raumen Q0 Q=1 hzw. Q2% definiert sind.

Wir werden jetzt zeigen, (vgl. Satz 2.7.), da der stochastische Prozef
(X(n); ®p, Stny, Ry) © m € INg) iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, IP7) un-
ter gewissen Annahmen an die Familien von Markov—Kernen (Ej; : £ € IN) und
(P : k € IN) die einfache Markov—Eigenschaft (vgl. z.B. Ganfller—Stute [7] Seite
298) erfiillt.

Wir fithren dazu den stochastischen Prozef3 ((X(n), ®,, S5, R,) :n € INg) iiber dem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, IP”) mittels einer geeigneten Transformation 7' (vgl.
Definition 2.5. und Lemma 2.6.) auf den Markov—Streuprozef zuriick, von dem wir
die einfache Markov—Eigenschaft kennen (vgl. Definition und Bemerkung 2.4.).

2.4. Definition und Bemerkung : (Markov-StreuprozeB)

Fir £ € IN und n € INg definieren wir :

~

Qo := Qo, Qk::IRiongo x Pol x §* und ) := ]O_o[ Qm
m=0

und die dazugehorigen (Produkt—) o—Algebren :

Ry 1= Ro, Ry = ‘B(Qk) und R := @Oﬁm.
Ferner seien
pr. 0 — Q, die kanonische Projektion,

n

P e MR, x S x Pol x S*,R2, x S% x Pol x S*) ein Markovkern und
7+ R —[0,1] wie zuvor ein Wahrscheinlichkeitsmas.
Dann gibt es nach dem Satz von lonescu—Tulcea zur Konstruktion kanonischer
Markov—Prozesse mit diskreter Zeit (vgl. Neveu [18], Satz 5.2.3, Seite 206) ge-

nau ein Wahrscheinlichkeitsmaf} P & [0,1], so daB fiir jedes Rechteck
R:=N"_,pr (K,) mit K,, € &, und n € INg gilt :

@T(R) = /// ﬁ(xn_l,apn_l,stn_l,pn_l;d(xn,cpn,stn,pn))
KoK, Kn

73($07 %0, sto, Po; d(‘rlv ¥1s sty /01)) T(d(:cov %0, sto, Po, to))-
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Insbesondere erfiillt der stochastische Prozef (pr,, : n € INg) tiber dem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, &, ]PT) die einfache Markov—FEigenschaft. Wir werden daher auch

P den Markov—Streuprozef§ mit der Startverteilung T nennen.

2.5. Definition :

Seien { := pro und & = (X, ®;, Sti, R;) : Q@ — Q; fiir s € IN. Ferner definieren

Wi
T:0—Q, mit T(w):= (fn(w) in € ]No),

T bildet, anschaulich gesprochen, den Zeit-RichtungsprozeB auf einen Orts—
Richtungsprozef ab.

O = {u) €Q:pri(w) € Qp \ VUi firein k € IN = pry(w) € Q, \ U, fiir alle m > k}
= N (T U prt (9 \ 0,)).
k,meN
k<m

O bezeichne dabei die Menge der , physikalischen® Photonenpfade. Diese beschrei-
ben die Photonen, welche nach einer Absorption nicht weiterfliegen und erneut
gestreut werden koénnen.

Im folgenden bezeichnen wir mit dem Index o bzw. x4 die Einschrankung auf die

Menge O bzw. M := T(0O), d.h. fiir n € INy setzen wir :

To: 0 —= M, mit To(w):=T(w),

Ro = {ANO: A€ R},

&v = {BNM:Be&,

P, : Bo — [0,1], mit IPuH(-):=P7(- N0O),
Tﬁj\,{ R — [0,1], mit @jw() = @T( nM),

on: O — Qn, mit €on(-):=&("),

Z/)FM,n:"M_)QTM Hllt ﬁM,n():ﬁn()

Das folgende Lemma ist technischer Natur und charakterisiert die Abbildung T
naher. Wir benétigen es fiir den Beweis von Satz 2.7.
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2. Der Streuprozef$ fiir polarisiertes Licht

2.6. Lemma :

1. T ist eine wohldefinierte, R&-fR-meBbare Abbildung, O € & und M € R.

2. To ist eine bijektive, Ro-Ra—meBbare Abbildung, T;! eine Ru—Ro-meBbare
Abbildung.

3. pr (@) = pray,(0) = bon(T5HD)) = &(T51 (D)) fir alle © € M und
n e ]No.

4. To(A) € a({ﬁMﬂ- :m<i<n, 1€ ]No}) fur alle A € a({&% s m <1 <
n, t € ]No}) mit m < n und m,n € INg.

Beweis :
Zu l: Klar.

Zu 2:  Die Surjektivitdat von T folgt sofort aus der Definition.
Zum Beweis der Injektivitat von T seien
w! = ((25, 0; sto; pos To)s t1: P15 511, P13 1y, 03, 5y, p33--.) € O und
w? = (25, ¥5, Sto, Po, 10); 11, 1, 51, P15 13,03, 53, p3; - ..) € O, mit
(0, o, sto, po, to); L1, 1, St1, P15 T2, P2, Sta, pa; .. .) 1= To(w') = To(w?) € M.

Dann gilt nach der Definition von Tp fiir n € IN :

(‘f(lJv@(l)aSt(lhpévté) = pro(wl) = (I079‘9075t07p07t0) = pTo(CUQ) = (I(ZMS‘Q?JvSt(?JvP?)at
pr = Ou(w!) = 9. = B,(WF) = ¢
Sl = S = st = St = st

pr = Ru(w') = p. = R.(w*) = p.

Ferner gilt fiir n € IN :

Bei x, = o0 gilt nach der Definition von To und X, daf§ z,_; = o oder oy =

d , . d
@2 = 00 oder t} =12 = co. Gilt x,_; = & (beachte 5 € IR® !) oder ¢} = 2 = oo,

so folgt nach der Definition von X(,_;) bzw. X,y und O, daf tl =12 = 0.

Bei z,, € IR? gilt nach der Definition von To und X(), daB ¢},¢? € R} und ¢!_, =
p? , € S§% fiir alles = 1,...,n ist. Zusammen mit der iterativen Anwendung der
Definition von X, und 2} = X(;)(w') = 2; = X(;)(w?) = 2} fir i = 1,...,n folgt,
daB t: =12 ¢ R{.
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Damit ist die Injektivitdt und somit auch die Bijektivitat von T gezeigt. Fir alle
@ = ((xo, o, sto, po, to); T1, @1, St1, p1; T2, P2, st2, pa;...) € M gilt insbesondere :

Hiﬂl —JTOH H$2—$1H

Tél(@) = <($07@078t07p07t0) 799175t17P 1, 799275t2,P2;---),

wobei ||x — y|| := oo, falls + = & oder y = . Die :QMfﬁA@fMeBbarkeit von T5'
folgt sofort zusammen mit der Bijektivitat von Tp. Die Ko—R&ri—MeBbarkeit von T
ist klar.

Zu 3:  Folgt sofort aus 2.

Zud: Sei A€ U({foﬂ', m<i<n, 1€ ]No}) mit m < n und m,n € INg, dann
gilt :

To(A) € To (a( U &k m)) 2o ToogGh(®)

m<:i<n m<:i<n

2:6:3 U( U ﬁ/_\jz ) ({P?“Mmmgégnviem()})' u

2.7. Satz : (Markov-Eigenschaft)
Sei £ € M(IR3, x Szo,IRE;OO) und P € M(IR?, x S% x Pol x 52, 8% x Pol x §*) mit :

E(z,p;-) = 6.0(+), falls (z,0) € (IR2, x S2)\ (R® x S?) und

P(z,po,st,p;+) = (5(;10 X b X 5p)(-),
falls (z, ¢, st, p) € (R2, x S2 x Pol x S*)\ (IR® x S* x Pol x S?),

wobei By, P fiir k € IN, 7, 73, IP” und IP" wie in Definition 2.2. und 2.4. gegeben
seien. Ferner sei P = E x P, d.h. fiir alle (z, p, st,p) € R2, x S2 x Pol x S* und
C € B(IR2, x S% x Pol x S?) gelte :

Pla,¢,st,p;C) = / / lo(z + ct'p, ¢, st', p')

]R(‘)l'oo S2, x Polx.S?
Pz +ct'o,p, sty prd(¢' st p')) Bz, p;dt").
Fiir alle k € IN, A € Rap_1, B € Rop, war-2) € Qk-2) ynd W(2k-1) € Q2k-1) gelte :
Ek(w(2k—2); A) = E(X(k—l)(w(Qk—Q))a (I)k—l(w(Qk—Z))§ A)7

Pr(w@e-1); B) = P(X(k)(w(zk_n),q’k—1(w(2k 1), Ste—1(w(zk-1)), Rk—l(w(zk_1));3)-

Dann folgt :
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2. Der Streuprozef$ fiir polarisiertes Licht

1. Erund P fir k£ € IN bzw. P sind im Sinne von Definition 2.2. bzw. Definition

2.4. wohldefiniert.

2. P7(0) = 1.

~T

3. = P"oT' und P, = IP,oT,"

4. Der stochastische Prozef3 (X(n), ®,,5t,, R,) : n € INg) iiber dem Wahrschein-

lichkeitsraum (€2, &, IP7) erfiillt die einfache Markov—Eigenschaft.

Beweis :

Zu 1: Klar fir £y und P, mit £ € IN wegen Bemerkung 2.3.

Fiir P folgt die Behauptung sofort aus dem Satz von Fubini fiir Ubergangswahr-
scheinlichkeiten, wegen B(IR? x S2 x Polx S?) = B(IR2)@B(S2)@B(Pol)@B(S?)

und mit der zweimaligen Anwendung von Lemma 1.8.7 aus GéanBler—Stute [7].

Zu2: Es gilt:

O = N (ri'(We) U prit(Qn\ V)
g

= N @\ @\ W) U (2\pr ()]

= 0\ U (' \ W) 0 opr(8,)),

woraus mit Bemerkung 2.2. folgt :
P©O) = 1 - (U (@ \ ) 0t ())

k,meN
k<m

Y

I IPT(pr;ZI(Qk\\I’k) N Pr;bl(q’m))
g

20—y / / .../?m(wo,---,wm—l;dwm)
.

kEmeN @ Q\¥
o S0 K\Ux

Prlwo, ... wi—1;dwr) ... Pilwo;dwr) 7(dwo).
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Fir k,m € INmit kK < mund w; € Q; fire=0,...,k—1,k+1,...,m —1 und
wi € O \ ¥y gilt nach Voraussetzung, falls m ungerade ist :

Pr(woy oo ywm—1;¥p) =
= E(X(mT—l)(CUO,...,wm_l),q)(m_)(CUO7...7wm_1);qlm)

— E(X(mT_l)(wO,...,wm_l),&);wm)
= bo(¥pn)
= 0
und falls m gerade ist :
Prwoy oo ywm—1;¥p) =
= P(X(%)(wo, ey Wme1), q)(m_—l)(CUO, ey Wme1),

= 0.
Mit (#) folgt damit IP7(O) = 1.
Zu3: DalP und IP” o7 ~! normierte MaBe sind und die Menge DA‘{ der mefibaren

Rechtecke von € ein N-stabiles Erzeugendensystem der o— Algebra R ist, geniigt es

nach dem Eindeutigkeitssatz zum Beweis von P =P ol! Folgendes zu zeigen :

P (R) = PToT Y(R) fiir alle R € .

Sei nun R € R fest vorgegeben, d.h. es gibt ein n € INg und Mengen K, € &,
firm =0,...,n, so daB R = M o Pro ([s ). Dann gilt wegen der Definition und

Meﬁbarkeit von %T
TR) = ﬂ ot (Kn))

= (X(), Po, Sto, Ro, To) ' (Ko) N () (Xm), @y Sty R) " (Ko)

€ WQ_nI(R(Qn)) = Pa

und es folgt mit dem Satz von lonescu—Tulcea (vgl. Neveu [18], Satz 5.1.1), dem
Faktorisierungssatz (vgl. GanBler—Stute [7], Satz 1.2.24) und der Voraussetzung die-
ses Satzes :
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2. Der Streuprozef$ fiir polarisiertes Licht

P oT-Y(R) = / Loy (@) P (dw)
Q
IO’II‘IGISCH—
ulcea / / / 17T2n(T_1(§))((.1707@07Sto,po,to);tl,g@l,stl,pl;...;tn,@n,Stn,pn)
Qo Qap

Pu((x0, o, sto, pos o)ty @1, 8ty pis i ta; d(@ns o, pa))
En(($0, Y0, tO); t17 P1y-- 5 tn—lv ¥Pn—1; dtn)

Py((0, o, sto, po, to); t1; d(@1, st1, p1))  Ei((2o, @0, 10); diy)

T(d(‘x(h ©0, sto, Po, tO))

Vor.
= /// 1f(0x,,,xﬁ'n(($0799073t07/007t0);x(l)aﬂolastlapl;---;x(n)agﬁ’naStnapn)
Qo U Qan

P((n), Pn-1, 51, Pn-1; d(Pn, 5, pn))  E(T (01, Pno; din)
P(x(1), po, sto, po; d(p1, st1, 1)) E(zo, po; diy)
T(d(‘TOvS‘QOaStOvaytO))

De 'ﬁ
= / // 1IA(0><...><I?7L ((370799073t07P0>t0)3371;99173t17P15---§$n>99n73tn7/)n)
Q 0 O
PLnot1yPrts 5ty pr-1; d(Tn, ©n, Stas pn))
73($0, ©0, sto, Po; d($17 ¥1, sty /01)) T(d(.?jo, 0, sto, Po, to))
2.4 =T~

P’ (R).

Wobei z¢;y := o + 2;21 ctjp;_q fur alle » € IN. Dabei verwenden wir die entspre-
chenden Konventionen wie im Symbolverzeichnis, d.h. oo - ¢ = & fiir ¢ € S?, usw.
Damit ist P = IP" o T~! bewiesen, woraus mit Behauptung 2 und Lemma 2.6. fiir
K € 8z folgt -
Py(K) = P(ENM) = P ol (KNM) = P (I7(K)NO)
= PpoT5'(K).

Zu4:  Wegen Lemma 8.2. im Anhang und Aussage 2 dieses Satzes, geniigt es zu
zeigen, daf} der stochastische ProzeB (£o,, : n € INg) iiber dem Wahrscheinlichkeits-
raum (O, Ro, IP},) die einfache Markov—Eigenschaft erfiillt. D.h. nach der Definition
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der einfachen Markov-Eigenschaft haben wir fiir alle X € B(IR?, x S2 x Pol x S?)

und m,n € Ny mit 0 < m < n zu zeigen :

. . P
P (€on € X |€os 0<i<m, i €Ny) = Ph(€on € X | o),
aber da IP5(éo,, € X | éo,m) inbesondere o({£pi, 0 < ¢ < m, ¢ € INg})-meBbar
ist, reicht es, wenn wir fiir alle m,n € Ng mit 0 < m < n, A € 0({{o;, 0 <7 <
m, i € Ng}) und X € B(IR2, x S% x Pol x S*) im folgenden zeigen, daB :

/1{£o,neX} diPo, = /lPé(fo,nexmo,m) dIP;,.
A A

Seien dazu m, n, A und X wie zuvor fest vorgegeben. Dann gilt mit Lemma 2.6.,

daB B :=To(A) € c({prp,, 0 <i <m, i € No}) C Ra und A = T5Y(B). Also :

/ Leonexy dIPG = / Ixopry,0To dPg

A 75" (B)
Transf.—
satz o~ -1
[ o, dwpots)
B

2.7.3 o 7
B
T

B

T P € X | Faa) AP0 T5Y)
B

"= / I/ﬁjvt(ﬁjwn € X | prapm)oTo dIP;
A

D [ Pylton € X [Con) dP.
A

Die Gleichheit () gilt, da der stochastische Prozef (pr,,, : n € INg) iiber dem

Wabhrscheinlichkeitsraum (M, ;QM, ﬁj\/t) nach Lemma 8.2. im Anhang die einfache
Markov-Eigenschaft erfiillt, wobei die Voraussetzungen von Lemma 8.2. wegen Be-
merkung 2.4. und

P (M) = P,,(M) *L® PLoT;' (M) = PL(O) = P7(0) *L* 1
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2. Der Streuprozef$ fiir polarisiertes Licht

erfiillt sind.
Die Behauptung des Satzes folgt sobald wir (#*) gezeigt haben. Dazu geniigt es
Folgendes zu beweisen :

. PL] =7, -
P5(lon € X | €om) = IPM(PTM,TL €X| PTM,m) oTo.

Wegen o({éom}) = o({prpm © To}) = To' (o({Prp,n})) ist die rechte Seite
o({éo,m})-meBbar, d.h. analog wie oben folgt die ,,Gleichheit“, da wegen Lemma
2.6. fiir C € o({€om}) gilt, daB D :=To(C) € o({pFpqn}) und C = T5' (D). Also :

Transf.—
satz und

[ Pulipin € X | Fam)oTo dPy 2 [ Py, € X | Fia,) APy
C

D
Wie_(*) 1 —~ T
= X O D pq dIP ,,
D

Transf.—
satz und

2.;3. / 1X (6] ﬁM,n O TO dIPTO
C

= /I%(fo,n | éom) dIPG.
C

Damit ist Satz 2.7. bewiesen. N
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3. Die LIDAR-Gleichung fiir
polarisiertes Licht

Ausgehend vom stochastischen Modell zur Beschreibung der mehrfachen Streuung
von polarisiertem Licht an atmosphéarischen Teilchen (vgl. Kapitel 2) werden wir eine
zeitunabhéangige und eine zeitabhangige LIDAR-Gleichung fiir den (normierten)
polarisierten Strahlungsflufl ableiten. Zunachst charakterisieren wir jedoch, was wir
unter einem LIDAR verstehen wollen :

3.1. Definition und Bemerkung : (LIDAR-Sender und —Empfanger)

Es seien zp € R®, ig € S?%, pr € S? mit pp L 7ig, rr € RY, S% = {p € 5%
(p,ir) > 0}, FOV C S} eine offene Menge in S* und 7 : & — [0, 1] ein gegebenes
Wahrscheinlichkeitsmaf.

Die Figenschaften des LIDAR—-Senders seien durch die Startverteilung 7, die sowohl
die Lage— und die Richtungsverteilung des Sendestrahls, die zeitliche Verteilung des
Sendepulses als auch den Stokes—Vektor des Sendestrahls charakterisiert, gegeben.

0.B.d.A. setzen wir g := (0,0,0) und 7ig := (0,0,—1) in kartesischen Koordi-
naten; d.h. wir legen den Ursprung des Koordinatensystems in das Zentrum des
LIDAR-Empféangers. Damit beschreiben wir den LIDAR-FEmpfinger mit Hilfe des
Empfangerblickfeldes (,field of view“) FOV und der Menge

REC = {z€R’:{(z,7g) =0 und ||z — zg| < rgr}

= {(3:1,1:2,0) eER’: /2?4222 < T‘R},

wobei

zr  das Zentrum des Empfangers,
rr  den Emptéangerradius,

nr  die Normale zur Empfangerfliche REC in Empfangs-Flufirichtung und

pr  den Referenzvektor des Empfangers
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3. Die LIDAR-Gleichung fiir polarisiertes Licht

bezeichnen. Durch pr und g wird die Referenzebene (pr,7g) des Empfangers
aufgespannt.

Bild 3.1 : Geometrie des LIDAR-Empfangers. Im Bild ist dabei (z,v¢1,t) € R fiir
alle t € RY und (z,,t) € R fiir alle t > ||y — z]|/c.

Ferner seien:
HY = {z € R’:(x,iig) >0},
H- = {z e R’:(z,7ig) <0},

!/

C. = {¢GSQ:¢:Hmitx’EREO} fiir alle 2 € HY UH™,
T — X

R = {(x,go,t)EIRSXSQXIRS':xEH_, p €C.NFOV undt>M},
C'<§0,TLR>

N :Q — Ny o, mit

N(w) Jp— lnf {n € H\IO : (X(”)(¢)7q)n(¢)7Tn+l(¢)) € R}, f&LHS { . } 75 (D,
| o0, falls {...} = @,

N :={weQ:Nw)e Ng},

Py (w), fallswe N,
?:0— 52, mit Plw):=2
00, fallsw € R\ NV,
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Stywy(w), fallsw e N,

St:Q — Pol, mit ®(w):=
Sto, fallsw € R\ NV,

Ry(w), fallsw e N,

R:Q — 5% mit Rw):=
= 5% mit Rw) {}%, falls w € 2\ V',

X(N(w))(w), falls w € N,

X:0—= R, mit X =
= Ry it X() {@, falls w € Q\ V.

In allen relevanten physikalischen Situationen kénnen wir davon ausgehen, daf:
]PT<ZTk<OO) = 0,
keN

d.h. in einem endlichen Zeitintervall finden IP"— fast sicher nur endlich viele Streu-
ungen statt. Ein physikalisches Argument dafiir ist die endliche Anzahl der Streu-
zentren und die Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit ¢; vgl. Oppel et al. [21], Seite
27, und Marchuk et al. [16], Seite 19-21.

Damit, und da N(w) < oo bereits impliziert, dafl (X (w),7ir) < 0 und (®(w),7ig) >
0, kénnen wir definieren, dafl ein Photon mit der Streufolge w € ) genau dann im
Empfinger registriert, d.h. empfangen wird, falls N(w) < oo ist. Ein solches Photon
befindet sich genau zur Zeit

N(w) .
t = (Z: Ti(w))—l—w € RT

im Empfanger, d.h. X;(w) € REC. Wir sagen, das Photon wird zur Zeit t empfan-
gen. Insbesondere gilt fiir w € Q und n € INg :

Nw)=n = (Xn(w),®u(w),Tht1(w)) € R und
(X()(w), ®i(w), Tiza(w)) € (IR” x §* x RG) \ R
fir alle: =0,...,n — 1.

Dies bedeutet, dal der Empféanger genau dann das Photon empfangt, wenn es den
Empfanger (d.h. die Empfangerfliche REC) zum ersten Mal in einer Richtung ¢ €
FOV kreuzt.

Es beschreibe :

HT den Halbraum ,hinter dem Emptéanger®,

H™ den Halbraum ,,vor dem Empfanger®,
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3. Die LIDAR-Gleichung fiir polarisiertes Licht

C, firz € H" UH™ den Kegel der Richtungen 1, so daf} die von z ausgehenden
Halbgeraden {z + cti : t € IRF} die Empféngerfliche REC schneiden,

R die Menge der Tripel (z,¢,t), so daBl die Strecke von z bis = + ctp den
Empfanger im Emptangerblickfeld FOV kreuzt, wobei x ein Punkt ,vor dem
Empfanger® ist,

N die Menge der Photonen, die nach endlich vielen oder keiner Streuung(en)
empfangen werden

und fiir w € N :

N(w)  die Anzahl der Streuungen, bis das Photon empfangen wird,

X(w) den letzten Streuort, bevor das Photon empfangen wird, falls N(w) > 0,

®(w)  die Richtung des Photons nach der Streuung am letzten Punkt

y,vor dem Empfanger®. also die Richtung des Photons im Empféanger,
St(w)  den Stokes—Vektor des Photons nach der Streuung am letzten Punkt
yvor dem Empfanger”, und

R(w)  den Referenzvektor des Photons nach der Streuung am letzten Punkt

y,vor dem Emptanger.

3.2. Lemma:

1. C. N FOV ist eine offene Menge in S? fiir alle z € H* U H™.

2. R ist eine offene Menge in IR® x S? x IR{.

3. N + 1 ist eine Stopzeit beziiglich der monoton wachsenden Folge (PBar—1)ren
von Sub—o—Algebren von K.

4. ¢

, St, R und X sind &B(5%)-, &B(FPol)-, &B(5?)- bzw. &B(IR2)-

meBbare Abbildungen.

Beweis :

Zu 1: Die Behauptung folgt sofort, da FOV nach der Voraussetzung eine offene
Menge in S? ist und C, = f(z,-)7'([0, rg|) fiir alle x € H* U H~, wobei
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eine stetige Abbildung ist.

Zu 2: Wir verwenden dazu die Abbildungen f (wie zuvor) und
g: R’ x S xR = R, mit g(z,p,t) 1= (x + ctp,nig).

Die Menge R kann wie folgt dargestellt werden :

R = U {(I’,gﬁ)} X g(I79‘97 ')_I(IR-I—)?
(z,0)ER’
wobei (vgl. 1.)
R = {(z,p) e R®*xS*:2€H und ¢ € C, N FOV}
= U {2} x (f(z,)7"([0,rs)) N FOV)
ceH-
= (U {a} xS (0.maD) 0 g (FOV)
ceH~

und pry, @ IR® x §% — S? die Projektion auf die zweite Koordinate bezeichne. Mit
der Stetigkeit der Abbildungen f und ¢, Lemma8.1. aus dem Anhang und da FOV
eine offene Menge ist, folgt, dal R’ und damit auch R offene Mengen sind.

Zu 3: Folgt wegen Behauptung 2. und Bemerkung 2.3.. da fiir n € INg gilt :

{N:n} = (X(n)7q)n7Tn+1)_1(R) N

_@ (X(n)7q)n’Tn+1)_1((]R3 x S*x IRG) \ R) € Pans1,
(N=c} = O\ U{N=i} € o U Pan).
1€Np 1€INp

Zu 4: Folgt sofort aus Behauptung 3. und Bemerkung 2.3. M

Wir fithren nun die Begriffe des (normierten) zeit(un)abhingigen polarisierten
Strahlungsflusses und des Mefzeitintervalls ein, welche wir spéater unter anderem

in ,der“ LIDAR-Gleichung naher charakterisieren. (vgl. Satz 3.4.)
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3. Die LIDAR-Gleichung fiir polarisiertes Licht

3.3. Definition und Bemerkung : (Polarisierter StrahlungsfluB, MeBzeitintervall)

Wie wir bereits in 1.1. gesehen haben, wird ein Stokes—Vektor immer beziiglich einer
Referenzebene dargestellt. Fiir festes ig € S? und pr € S? mit ig L pgr liefert uns
die meBbare Abbildung ' : S* x S? — [0, 7], mit

arccos ((nR X PR, P X p>), falls w € M und ¢ € S3,

I'(p, =
() { 0, fallsw € Q\ N

den Winkel zwischen der Referenzebene des Photons nach der letzten Streuung vor
dem Empfanger, und der Referenzebene des Empfangers, modulo . Dies geniigt,
da nach Bemerkung 1.4. [(¢) = (¢ + 7) gilt. Die Orientierung der Referenzebene
und Streuebene bleibt erhalten, da fiir ¢ € S{ nach Bemerkung 3.1. mit N(w) <
oo bereits (®(w),nr) > 0 gilt. Die Rotation des Stokes—Vektors nach der letzten
Streuung vor dem Empfanger, in die Referenzebene des Empfangers, ist durch die
Rotationsmatrix [(I'(®(w), R(w)) ) nach Bemerkung 1.4. gegeben. - o T' o (®, R)
ist analog zu Lemma 1.9., und mit Lemma 3.2.4 eine wohldefinierte & @ B(FPol)-
B( Pol)-mefibare Abbildung. (Diese Abbildung ist nach der Definition von Fol, fiir
jede einzelne Komponente des Stokes—Vektors beschrankt.)

Sei ® € IRY ein technischer Parameter und 7 C IR™ sei ein offenes, beschrinktes
Intervall. Dann definieren wir die Abbildungen f,fe : R, x S%2 x Pol x §* — R*
und,@T,p@j : IRiO x 52 x Pol x S* x IRE;OO — IR* mit:

<S‘Q7 ﬁR> ' L/(F(S‘Qa /))) - st,

U, p,st,p) = falls (z,p) € IR® x 52,

(0,0,0,0), sonst,

min {@ : (- i) } LAT(p, p)) - st,

<$7ﬁR>2
falls (z,p) € IR® x §?
{

P@(Jc,go,st,p) =
und (z,7R) # 0,

(0,0,0,0), sonst,
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#T('ra@75tap7t) =

bor(z,p,st,p,t) = <(

Fir e € {1,2

(¢,7ir) - 17 lt + %] LAT (@, p)) - st

falls (z,p) € IR® x 52,
und <9‘97 ﬁR> 7& 0,

(0,0,0,0), sonst,

min {@, W’%é} g [t+ %] LAT(g,p)) - st,

z,¢) € R? x 2
x,1R) - (p,7ir) # 0,

falls

und

(0,0,0,0), sonst.

,3,4} sind ﬂ-, ,5@ i PT ; und ﬂ@ 7, wohldefinierte, mebare, beschrankte

Abbildungen, Wobeiﬂ = (ﬂl) =1,..4 etc. gilt. Fir n € INg existieren dle folgenden

Integrale :

F.

Fr

FT,n,i

/ﬂz‘ (X(@), ®(w), St(w), R(w)) P7(dw)
(£ o (X, 9,5, R)),
/P w), St(w )R(W)) Lin=p}(w) IP7(dw)

7 ( (B0 (X, @,5, R)) Lincny )-

/ﬂT2< w), St(w), R(w), 2 Ti(w)) IP” (dw)
I (fi o (X, ®, 51, R, ivj ;) und
/1@72< w), St(w), R(w )a]:i:) Ti(w)) Iin=n}(w) IP7(dw)

N
IET((#Z o (X7 (I)7 Sthasz) 1{N:n}) .

1=0
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3. Die LIDAR-Gleichung fiir polarisiertes Licht

Wir fassen F := (F;);=1...4 etc. wieder zusammen. F¢ und Fg, bzw. Fg 7 und
Fo.1,, definieren wir fiir n € INg in analoger Weise wie in der Definition fiir # und
F. bzw. Fr und 7, indem wir im Integranden die Funktionp bzw. ,57 durch die
Funktion ﬂ@ bzw.ﬂ@j ersetzen.

Im Sinne von Marchuk et al. [16], Seite 5, nennen wir:
T  Mefzeitintervall,
I den zeitunabhingigen, polarisierten Strahlungsflufs,
o den normierten(©—kupierten), zeitunabhdingigen, polarisierten Strahlungsflufs,
Fr den zeitabhdingigen, polarisierten Strahlungsfluf§ und
For den normierten(©—kupierten), zeitabhdngigen, polarisierten Strahlungsflufs.

Fir n € INg nennen wir -, Fo ., Fr.n bzw. Fo 7, den n—fach gestreuten Anteil von

F.Fo,Fr bzw. For.
Fiir w € N beschreibe :
W —(X(w), ir)
1 Ti(w) | + — ==+
T [(E ( >) o (@), )
genau die Photonen, deren Flughahn den Emptéanger zu einem Zeitpunkt innerhalb

des Mefizeitintervalls 7 durchkreuzt. (vgl. Bemerkung 3.1.) Der Faktor
1 A

(X(w),Tr)"  An(X(w),7R)’

gibt die Normierung des Flusses (®(w),7g) und somit auch die Normierung des
polarisierten Flusses im Verhéltnis der Oberflache der Einheitskugel zur Oberflache
der Kugel an, deren Radius genau der Entfernung des letzten Streupunktes X (w)
zur Empfangerebene entspricht. (Beachte: das Zentrum g des Empfangers befindet
sich wie oben bemerkt 0.B.d.A. im Ursprung !) Da dieser Normierungsfaktor fiir
(X(w),rig) — 0 eine Polstelle hat, ist es notwendig, den Strahlungsfluf nach oben
zu beschranken; wir realisieren dies hier, in dem wir ,,mit © nach oben abschneiden®.
Physikalisch heifit das, dafl in einem kleinen Abstand vor dem Empténger keine
Streuung mehr stattfinden darf. Fin anderes Argument ist, dafl jeder physikalische
Empfanger tibersteuert, und somit das Signal abschneidet (kupiert).

Der folgende Satz liefert die Darstellungen fiir den (normierten) zeit(un)abhéngi-
gen, polarisierten Strahlungsfluf}, analog zur ,,wohlbekannten® Darstellungen fiir den
»normalen“ (normierten) zeit(un)abhangigen Strahlungsflu (siehe Noormohamma-

dian [19]):
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3.4. Satz : (Zeit(un)abhingige ,,physikalische” LIDAR-Gleichung)

Sei R := (IR® x $? x IR{) \ R und seien R wie in Definition 3.1. und © bzw. 7 wie
in Definition 3.3. gegeben, dann gilt fir j € {1,2,3,4} :

Fi = E'Ew' und Fr; = ZFT,W', wobei

n€Ng n€Ng

Froi = //// / Fi(2(), s Stas pn)  1R(T(n)s Py tntr)

Qo Ql QQ QQn QQn-I—J
n—1
(Hlﬁ(x(i)a%atiﬂ)) En1((zo, 90, t0); t1, 015 - - -3 tny @ dlgr)
=0
P ((x0, @o, sto, po, to); t1, 1, 8t1, p1; - - -3 tns d(@n, Sty pr))
Py ((zo, po, sto, po, to); t1; d(e1, st1, p1))  Er((2o, o, to); dts)

T(d(‘fov %o, Stov Po, to)),

FT,n,j = / / / .- / / #T,j (x(n)yvnystn;pnazti) 1R($(n)7@n7tn—|—1)
1=0

Qo 21 Qo Qop Qont1
n—1
(H 1ﬁ(£(2)7 Py ti—l—l)) En—l—l((*rOv %0, t0)7 t17 P15 tn? Pn; dtn-l-l)
1=0
Pn(($0, ¥0, Sto, Po, tO); t17 #1, Stlv Pry-- -3 t’fw d(%‘oﬂm Stnv IOTL))
Py ((zo, @o, sto, po, to); t1; d(p1, st1, p1))

El(('roa@mto);dtl) T(d($07@073t0ap07t0)) und

T = To+ Ectjgaj_l fur alle : € INg.

i=1

Die Komponenten von ¢ und fg, bzw. Fg 7 und g 7, konnen wir fiir n € INg
in analoger Weise wie bereits + und ¥, bzw. I+ und Fr, darstellen, indem wir
im Integranden wie bereits in Definition 3.3. die Funktion f; bzw. fr; durch die

Funktion ,5@7]' bzw.ﬂ@j’j ersetzen.
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3. Die LIDAR-Gleichung fiir polarisiertes Licht

Wir nennen die Darstellung fir F = (F;)j=1,..4 bzw. Fo = (Fo )=,
mierte) zeitunabhdngige, ,physikalische® LIDAR-Gleichung fiir polarisiertes Licht

4 die (nor-

wesy

........

zeitabhdngige, ,physikalische“ LIDAR—Gleichung fiir polarisiertes Licht.

Beweis :

Wir zeigen nur die Aussage fiir F7 und 7, mit n € INp, denn alle anderen Aussagen
folgen in analoger Weise. Mit den obigen Bezeichnungen gilt wegen den Definitionen

von R, R, N und pr fiir w €

‘I&T (X(w), P(w), St(w), R(w), NZ(%}) Ti(w)) =

= ,57<06,5.10,St(w),]%(w), %o: Ti(w)) = (0,0,0,0).

1=0

Damit gilt wegen der Mefibarkeit von N und der Beschranktheit von f7 ; :

FT,j = E FT,n,j

= % [ (X<n><w%‘Mw%Stn<w>,Rn<w>,§;n<w>) v () PP ()

und fiir n € INg wegen Bemerkung 3.1. :

=0

Frag = / I&ij <X(n) (@), Bn(w), St(w), Bn(w), zn: Ti(w)) Iz (X(n) (@), ©nlw), Trsa (w))

(H 1 (X (), (), mw)) P ().

Wegen der Py, 11—B(IR)-MeBbarkeit des Integranden fiir n € INg (vgl. Lemma 3.2.)
folgt mit dem Satz von lonescu—Tulcea (vgl. Neveu [18], Satz 5.1.1, oder Oppel et al.
[21] Abschnitt A.2, Theorem 2) und dem Faktorisierungssatz (vgl. Ganfller—Stute
[7], Satz 1.2.24) sofort die Behauptung fir F7, ;. ®
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4. Charakterisierung der Extinktions—
und Streuverteilung

Wir werden in diesem Kapitel die Markov—-Kerne Ej bzw. P; fir k& € IN genauer
charakterisieren und sie physikalisch interpretieren. Dazu fiithren wir die Begriffe
,verallgemeinerte Exponentialverteilung®, , Extinktionsverteilung®, ,,Phasentfunkti-
on“ und ,,Streuverteilung® ein :

4.1. Definition und Bemerkung : (Verallgemeinerte Exponentialverteilung)

Sei ¥ : R — IR{ eine Borel-mefibare und auf IR{ lokal integrierbare Funktion mit
Jry Y(s)ds = oo, dann besitzt die Abbildung (vgl. Oppel et al. [21])

¢
_ _ >
o R —[0,1], mit Ex(t) = 1 —exp ( O/Z(s) ds), fallst > 0,

0, fallst < 0,

die folgenden Eigenschaften :

1. &y ist eine Verteilungsfunktion mit Ey(¢) = 0 fir alle t < 0.

2. &y ist absolut stetig und in IR fast tiberall differenzierbar.
i s

3. &) = /Z(s) exp (—/Z(r) dr) ds fiirallet € R} .
0 0

Das durch & eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsmafl ey, : B(IR) — [0, 1]
nennen wir die verallgemeinerte Fxponentialverteidlung mit der Extinktion .
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4. Charakterisierung der Fxtinktions— und Streuverteilung

4.2. Definition : (Extinktionsverteilung)

Sei o : IR — IR} eine Borel-meBbare Funktion, so daB fiir alle (z,¢) € IR® x S?
gilt:

1. / o(x+sp)ds = oo und
R
2. o(x+-¢) ist eine lokal integrierbare Funktion auf IRJ,
dann nennen wir die Abbildung E, : (IR? x §?) x B(IRY) — [0, 1], mit:
EU (I’ SO, A) = gzm,tp(A)

Extinktionsverteilung mit der Extinktion o, wobei wir fiir (z,¢) € IR® x S? definie-
ren :

Yoo Ry — RS, mit ¥, ,(t) :=co(z+ cty).
Fiir (z,¢) € IR® x 5% und a,b € IR$ mit a < b bezeichne E,(z, ¢;[a,b]) die Wahi-

scheinlichkeit, daff ein Photon, das sich entlang des Halbstrahls {z + ctp : ¢ > 0}
bewegt, zwischen den Punkten z + cap und = 4 cbp gestreut wird.

Im folgenden Lemma 4.3. fassen wir einige wichtige Eigenschaften von E, und E!
zusammen, die wir spater noch bendtigen :

4.3. Lemma :
Sei o : IR®> — IR} wie in 4.2. definiert, dann gilt :

1. E, ist eine Ubergangswahrscheinlichkeit von ((IR3 x 5?),B(IR? x 52)) nach
(R$.B(RY)).

2. Fir A€ B(IRY) und (z,¢) € R® x S? gilt :

E,(z,p;A) = /ca(aj + csp) exp(— /ca(m—l—crcp) dr) ds.
A 0

Beweis :
Zul: Siehe Oppel et al. [21], S. 22 und S. 40.
Zu 2 : Folgt sofort aus Bemerkung 4.1.
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4.4. Definition und Bemerkung : (Phasenfunktion, Streuverteilung)

Seien O und ® wie in 1.10. gegeben; wir werden sowohl die Funktionen als auch die
entsprechenden Variablen mit § bzw. ¢ bezeichnen.

Nach 1.7. gilt fiir die polarisierte Phasenfunktion ph,.

2w pw
/ phoo(,8, 6, st) sin(0) d6 dé = 1.
0 0

Wir definieren die Abbildung P,y : (IR? x S? x Pol x S%) x B(5? x Pol x §%) — [0,1]

mittels:

Pp01($79978ta/); B) = /phpol($79(99799/)5¢(Q‘97P7S‘9/)73t)
B

(A X ON(2,0(0,0),6(9,0:") 5t)- MA2.,0(0,0")) LA S(0,0,6")) -5t ¥ 5Rot2<w,p,w')~p) (d(% st', P’))-

Dabei ist [ die Drehung des Stokes—Vektors nach 1.4., M, die Mueller—Matrix fiir
die Streuung des Stokes—Vektors nach 1.5., und Roty(¢p, p,¢’) die Rotationsmatrix
nach 1.10.. Wir nennen P,,; die Streuverteilung.

Durch die Konstruktion mit dem Dirac-Maf} ist der gestreute Stokes—Vektor st’ =
N(z,0(p, "), d(p, p, "), st) Mz, 0(p,¢")-LAd(0, p, ¢’)) st mit Wahrscheinlichkeit
1 durch die Richtung des gestreuten Photons ¢’ und durch (¢, st, p) des einfallenden
Photons bestimmt.

Ebenfalls durch das Dirac-Maf ist der gestreute Referenzvektor p’ = Rota(, p,¢’)-p
mit Wahrscheinlichkeit 1 durch die Richtung des gestreuten Photons ¢’ und durch
(¢, p) des einfallenden Photons bestimmt.

Fiir (z,¢,st,p) € IR* x S2 x Pol x $? und B € B(S? x Pol x S?), B # () bezeichnet
Pz, @, st, p; B) die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Photon, das aus der Richtung ¢
mit Stokes—Vektor st beziiglich Referenzvektor p kommt und im Punkt = gestreut
wird, sich in Richtung ¢’ € prg;,(B) fortbewegt. Der gestreute Stokes—Vektor ist
dann durch

st = N($, 9(997 99/)7 ¢)(S‘Qa P 99/)7 St) ' /M/(n% 9(997 9‘9/)) ' L/(¢(9‘97 P S‘Q/)) - st
und der gestreute Referenzvektor durch p' = Roty (¢, p,¢’) - p gegeben.

4.5. Lemma :

Mit den Bezeichnungen von Definition 4.4. gilt: P, ist ein Markov-Kern von (IR® x
52 x Pol x S%,B(IR® x 5% x Pol x S?)) nach (5? x Pol x S? B(S? x Pol x 5?)).
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4. Charakterisierung der Fxtinktions— und Streuverteilung

Beweis :

Dies folgt sofort mit Lemma 8.3. im Anhang, sowie der Normierungsbedingung fiir
phyor und der MeBibarkeit der Abbildungen N - M- L/ (sieche Lemma 1.9.) und Rot,
(siehe Bemerkung 1.11.).

4.6. Definition und Bemerkung : (Vergleich der Phasenfunktionen)

Wir definieren nun php(z, ) := (ml(:r:, 0)+mz(x,0) ), dann kdénnen wir ph,, wie

|

folgt schreiben:
1
phpOl(xa 0,0, St) = o php($, 9) +

+ 8% (ml(:l:,H) —mgy(z,0) ) ( (201 — 1) cos(2¢) + usin(2¢) )

wobei wir mit php die Phasenfunktion nach Deirmendjian bezeichnen, die fiir die
Bestimmung der Streuverteilung fiir unpolarisiertes Licht benutzt wird (siehe Noor-
mohammadian [19] und Deirmendjian [5]). Wir sehen, dafi ph,, von ¢ und st nur
dann wesentlich abhangt, wenn my(x,0) —my(x,0) groB wird. In diesem Fall weicht
die Streuverteilung P,,; von der Streuverteilung fiir unpolarisiertes Licht signifikant

ab. Siehe hierzu auch Bemerkung 5.4. und Bild 5.2.

4.7. Definition und Bemerkung : (Die Markovkerne £, und F;)

Fir k€ IN, A € Ryp_1, B € Rap, ¥ € Q2 und w € Q-1 (vgl. Satz 2.7.) sind
By (X (), ®ma (1) AN IRY),

Ey(th; A) = falls (X(e-1) (), @11(¥)) € R x 52,
00o(A), sonst,

Proot (X (1) (), ®p1 (@), Strca (@), Rima (w); BN S? x Pol x S?),

falls (X () (w), @roi (@), St (W), Rioa(w)) €
Pelw; B) = € IR® x 2 x Pol x 52,

(5(;10(3), Sto, RO), sonst.

Markovkerne mit den in Satz 2.7. geforderten Eigenschaften.
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5. Der Simulationslgorithmus

Da der FluBes im stochastischen Modell nach Kapitel 2 als Markov—Prozefl beschrie-
ben werden kann, ist die Simulation mit einem Monte—Carlo—Algorithmus nahelie-
gend. Die direkte Monte—Carlo—Simulation 148t sich fiir einen Schritt mit folgendem
FluBldiagramm 5.1 veranschaulichen.

Bild 5.1 : FluBidiagramm fiir die direkte Monte—Carlo—Simulation. Dargestellt ist
nur ein Simulationsschritt.

(X(n) ’ ¢n ! Stn d pn)

Extinktionsverteilung

(X(n+1) ! <|)n ’ Stn ’ pn)

Streuverteilung

st

(X(n+1) ! ¢n+1’ n+1’ pn+1)

Wir haben ein Photon gegeben mit letztem Streuort z(,), Flugrichtung ¢,,, Stokes—
Vektor st,, und Referenzvektor p,. Mittels der Extinktionsverteilung F, (bestimmt
durch den Extinktionskoeffizienten o) konnen wir die Flugzeit ¢,,11 zufallig bestim-
men, wobei wir dann mit z(,,41) = Z(n) +clpy1pn den neuen Streuort z(,4qy erhalten.
Nun konnen wir mit der Streuverteilung P, (gegeben durch die Phasenfunktion
phyot) die neue Flugrichtung ¢,4+1 und somit auch den gestreuten Stokes—Vektor
stn41 und den neuen Referenzvektor p,4q zufillig bestimmen. Diesen Simulations-
schritt kénnen wir nun iterieren und mit dem simulierten Pfad dann den polari-
sierten Flufl nach 3.3. berechnen. Bei der direkten Monte—Carlo—Simulation werden
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5. Der Simulationslgorithmus

die Stokes—Vektoren nach der letzten Streuung in die Empfangerebene rotiert und,
je nach dem welchen Flufl (aus 3.3.) man berechnen will, entsprechend gewichtet
aufaddiert (siche Bemerkung 1.2.).

In den folgenden Abschnitten werden wir einen einzelnen Simulationsschritt néher
untersuchen.

Im Simulationsprogramm wird kein direktes Monte—Carlo—Verfahren sondern ein
varianzreduzierendes verwendet. Die exakte Theorie der Varianzreduktion, angepafit
auf das stochastische Modell, wird bei Noormohammadian [19] ausgefiihrt. Diese
Verfahren werden auch mit transporttheoretische Methoden bei Marchuk et al. [16]
erlautert.

5.1. Bemerkung : (Flugzeit bzw. Streuort)

Die Flugzeit bzw. der néchste Streuort, wird mit Hilfe der Extinktionsverteilung £}
simuliert. Da FEj nicht vom Stokes—Vektor abhéngt, ergibt sich keine Anderung zu
den Verfahren, wie sie bei Noormohammadian [19] beschrieben werden.

5.2. Definition und Bemerkung : (Streuverteilung, Flugrichtung)

Wir wollen nun zeigen, wie man mit Hilfe der Streuverteilung, bzw. der Phasen-
funktion ph,, die neue Flugrichtung simulieren kann.

Da st’ und p’ nach Bemerkung 4.4. bereits durch Die Richtungsvektoren ¢’ und ¢
festgelegt sind, und nach Bemerkung 1.10. auch ¢’ = Rot1 (8, ¢)-¢ gilt, sind fiir gege-
bene ¢, 0 und ¢, st’ und p’ bereits eindeutig (mit Wahrscheinlichkeit 1) bestimmt.
Wir interessieren uns also fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion P’ von (6, ¢),
welche bei gegebenem z und st durch ihre Dichte, die polarisierte Phasenfunktion
phyor, bestimmt ist:

P': [0,7] x [0,27] — [0,1] mit
6 ro
P'(0,4) = / / pho(e,0', ¢, s1) sin(6') d' dg’
0o Jo
Da die Dichte ph,, und somit auch P’ nicht faktorisieren, miissen wir, um ¢ und
¢ simulieren zu kénnen, die Marginaldichte ph; bestimmen, um mit ihr dann den

Winkel 6 zu simulieren. Anschliefend berechnen wir die bedingte Dichte phy bei
gegebenen 6 und bestimmen dann ¢ zuféllig gemafl phy. Wir betrachten also fiir

20



festes  und st

2T

phi(e,0) = [ phyi(z,0,0,5t)dg und

phyot(x,0, ¢, st)
pha(z, ¢, st|0) = phi(z,0)
0, falls phq(z,0) = 0.

, falls phy(x,0) # 0,

Wird nun 6 mit der Marginaldichte ph, simuliert und ¢ mit der bedingten Dichte ph,
simuliert, so hat der Zufallsvektor (8, ¢), bei stochastisch unabhéngiger Simulierung
von 6 und ¢, die Verteilung P’ mit der Wahrscheinlichkeitsdichte ph,o(z, 0, ¢, st) =
phi(x,0) pha(x, ¢, st | §). Siehe Schmitz—Lehmann [25], Seite 87.

5.3. Bemerkung : (Marginaldichte und Simulation von §)

Die Marginaldichte phy von ph,, fiir 6 ist fiir festes  und st eindeutig gegeben
durch (siehe Richter [23], Seite 225):
2m

= [ 5 0+ mie0) +

+ % (ma(,0) — ma(,0)) ( (2i) — 1) cos(26) + wsin(29) ) | d
= i(ml(x,anm(.ﬁ,e)).

Wir sehen dafl phq(z,6) unabhingig von st ist und auch phi(z,0) = php(z,0)
gilt (siehe 4.6.). Die Dichte der Verteilung des Winkels zwischen der Flugrichtung
vor und nach der Streuung ist also identisch mit der entsprechenden Dichte im
unpolarisierten Fall.

Wir haben die Abbildungen (m;);=1..4 tabellarisch fiir diskrete 6; gegeben. Damit ist
die Wahrscheinlichkeitsdichte ph; diskret als Polygonzug gegeben und wir kénnen
ein zufalliges § durch Invertieren der Verteilungsfunktion gewinnen. Siehe Schmitz—

Lehmann [25], Seite 63.
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5. Der Simulationslgorithmus

5.4. Bemerkung : (Bedingte Dichte von ¢ bei gegebenem 6)

Die bedingte Dichte phy, von ph,, fiir ¢ unter der Bedingung 0 ist fiir festes z und
st wie in Definition 5.2. gegeben. Siehe Richter [23], Seite 282ff, sowie Schmitz—
Lehmann [25], Seite 87. Sei nun phy(x,0) # 0, so gilt

) = ma(e,0)
)+ ma(e,0)

11 0
phala 6.5 10) = g+ 5 T

o o1 my(x

( (24 — 1) cos(2¢) + usin(2¢) )

Der erste Term der Summe 1/(27) ist die Dichte der Gleichverteilung von ¢ auf
[0,27], wie sie im unpolarisierten Fall benutzt wird. Der zweite Teil der Summe
kann somit als ,, Korrektur® bei Beriicksichtigung der Polarisation aufgetait werden.
Dieser Term ist direkt proportional zu (my(z,8) — ma(x,0)) / (mi(x,0) + ma(z,0)).
Anhand von Bild 5.2 erkennen wir, dafl auch im Fall der Mie-Streuung die Abwei-
chungen von der Gleichverteilung grofi werden kénnen.

Bild 5.2 :  (my(x,0) — ma(x,0)) / (mi(x,0) + my(z, 8)) fir eine Deirmendjian C1-
Wolke (siehe hierzu Bemerkung 8.5.).

0.8
0.7 |
0.6
05
04
03
0.2 |
0.1}

(m1-m2)/(m1+m2)

0

-0.1
02 |

-0.3 I I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Winkel [Grad]

5.5. Bemerkung : (Simulation von ¢)

Um nun ¢ bei bereits bestimmten § anhand von phy zu simulieren, verwenden wir
die Verwerfungsmethode, oft auch Neumannsche Zurtickweisungsmethode genannt.

Siehe Schmitz—Lehmann [25], Seite 66ff.

52



Wir betrachten hierzu fiir festes x, st und 6 eine integrierbare Funktion ¢ : [0, 27 ] —
IR{ mit

g(¢) > pha(z,¢,st10) Y¢e[0,2r] und

a = /O%g(qﬁ) d¢ < oo.

Die Funktion ¢(-)/a konnen wir als eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ¢ € [0, 27 |
betrachten. Der Verwerfungsalgorithmus lautet:

1. Erzeuge eine Zufallszahl ¢ mit der Dichte g(+)/ .

2. Erzeuge eine von ¢ stochastisch unabhéangige, auf [0, 1] gleichverteilte Zufalls-
zahl 7.

3. Ist nun g((Z) > 0 und phg(:t,(Z, st | 8) /g(qg) > 7, dann sei ¢ unser gesuchtes
¢, andernfalls gehe zu Punkt 1. und wiederhole den Algorithmus, bis er von
Erfolg gekront ist.

Bei Schmitz—Lehmann [25] auf Seite 67 findet sich der Beweis, daf} ein mit diesem

Algorithmus bestimmtes ¢ gemafl der Dichte phy verteilt ist.

Im Zuge des Verwerfungsalgorithmus wird ¢ zuerst gemaB der Dichte g(-)/a be-
stimmt. Wir sind also an einer moglichst einfachen Gestalt von ¢(-)/a interessiert,
da wir dann in der Lage sind, ¢ effizient zuféllig zu bestimmen. Die ,einfachste®
Gestalt ist in diesem Fall die Gleichverteilung auf [0, 27 ], es gilt dann
1
@ =5 und somit g¢(¢) = %.
Mit dieser Gestalt von g¢(-) ist zusatzlich g(¢) > 0, V¢ € [0, 27] sichergestellt.

Es ist noch a so zu bestimmen, daf fiir alle ¢ € [0, 27 | immer g(¢) > pha(x, ¢, st | )
gilt. Der Erwartungswert fiir die Anzahl der Schritte, bis ein ¢ akzeptiert wird, ist
a. Siehe hierzu Schmitz—Lehmann [25] auf Seite 68. Daher miissen wir aus Effizi-
enzgriinden « so klein als moglich wahlen. Wahlen wir also ¢(-) = a/(27), so ware
die effizienteste Wahl fiir «,

g(¢) = max (pha(z,¢',st | 0))

¢'€[0,27]
=: max(z,st,0),

das globale Maximum der bedingten Dichte phy. Wir kénnen dieses globale Maxi-
mum jedoch nur nach oben abschatzen:
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5. Der Simulationslgorithmus

5.6. Bemerkung : (Abschitzung fiir das globale Maximum von ph,)

Wir wollen eine obere Schranke fiir das globale Maximum mazx(z, st, ) bei gegebe-
nem z, st und § und fiir phy(0) > 0 angeben.

Nach Bemerkung 8.5. gilt my(z,6) > 0 sowie my(z,6) > 0, und es folgt

1< m1($70) _m2($70) <1
~ ma(x,0) + mo(x,0) —

Weiterhin gilt nach der Definition des normierten Stokes Vektors
0<y <1 und —-1<u<l
Wir kénnen damit ph, fiir beliebiges x, st und 6 abschéatzen:

1 I my(x,0) — my(z,0) . e
7 + o7 (2, 0) + (2, 0) ( (2] — 1) cos(2¢) + usin(2¢) )

1 1 m1($,0)—m2($,0)

pha(x, ¢,st | 0) =

< — 4 — 20 — 1 2 ' in(2

< 3T e 0 e (0 1 (2] 2]
3

< —,

- 27

Wir erhalten max(z, st,0) < 2= und kdénnen daher o = 3 wiéhlen.

Die Winkel 6 und ¢ sind nun simuliert. Mit den Rotationen Rot] und Rot!, aus Be-
merkung 1.10. lassen sich die Ausbreitungsrichtung und der Referenzvektor nach der
Streuung berechnen. Der gestreute Stokes—Vektor 1ait sich mit der Transformation
N -M,-[, nach Lemma 1.9. berechnen. Die Beschreibung eines Simulationsschritts
ist somit abgeschlossen.

5.7. Bemerkung : (Varianzreduzierende Monte—Carlo—Methoden)

Ein typisches LIDAR hat einen Empfanger in der Gréflenordnung von Zentimetern,
wobei die Wolken einige Kilometern entfernt sind. Wiirde man mit direkten Monte—
Carlo—Verfahren simulieren, so ware die Varianz des simulierten Riicksignals sehr
grof}, da nur sehr wenige Photonen in den simulierten Empfanger kommen. Ich konn-
te auf einem Simulationsprogramm fiir nichtpolarisierte LIDAR Signale aufbauen,
das bereits einige wirkungsvolle varianzreduzierende Vertahren enthielt. Diese wer-
den bei Noormohammadian [19] naher beschrieben. Fiir die Polarisation mufite das
Verfahren des ,scattering splitting® angepafit werden, da im allgemeinen ph,,; # phy
gilt.
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6. Ergebnisse von
Simulationsrechnungen

In diesem Kapitel werden wir als Beispiel fiir die Leistungstahigkeit des in den voran-
gehenden Kapiteln vorgestellten Modells die Ergebnisse einer Simulationsrechnung
diskutieren.

Wir werden sehen, daff die Simulationsergebnisse den qualitativen Erwartungen aus
physikalischen Uberlegungen entsprechen. Auch ein Vergleich mit Mefdaten des
DLR-Microlidars ist moglich. Eine Beschreibung des DLR-Microlidars findet man
bei Krichbaumer et al. [15].

6.1. Bemerkung : (Eingabedaten fiir die Simulation)

Wir betrachten in den Simulationsrechnungen einen LIDAR mit folgenden Daten:

LIDAR Sender:

Divergenz (halber Offnungswinkel): 1.75 mrad

Fleckgrofie: 1 mm

Pulslange: 12 ns (entspricht 3.6 m)
Wellenlange: 1064 nm

LIDAR Empfanger:
FOV (Field of View, halber Offnungswinkel): 3 mrad
Radius der effektiven Empfangerflache: 2.71 cm

Der normierte Stokes—Vektor des Sendestrahls in Ausbreitungsrichtung ist st =
(1,0,0,0)T. Sender und Empfénger stehen am selben Ort und haben dieselbe Blick-
richtung (monostatischer LIDAR) und Referenzebene. Diese Daten sind ein ein-
faches Modell fiir den DLR-Microlidar, wobei ich in diesem Fall nur das zentrale
FOV (Field of View) des DLR-Microlidar Empfangers betrachte. Mit dem DLR-
Microlidar wurden Messungen aus einem Flugzeug heraus, nach unten auf eine
Wolke blickend, durchgefiithrt. In Bild 6.1 ist die geometrische Situation, die in
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6. FErgebnisse von Simulationsrechnungen

Bild 6.1 : Geometrische Situation der Simulation.

/

Extinktion=0km | Extinktion = 0 km Extinktion = 30 km~—
< Deirmendjian C1-Wolke
mit 100m Sichtweite
LIDAR Sender
+ Empfaenger

307 m—+

der Simulation verwendet wurde und die den Gegebenheiten wahrend der Messung
nahekommt, dargestellt. Als weitere Eingabe verwenden wir in diesem Fall eine
Deirmendjian C1-Mueller—Matrix (siehe Bild 6.2 und Bild 6.3). Die Parameter und
die Form der Groéflenverteilung, die der C1-Gréflenverteilung zugrunde liegen, fin-
det man bei Deirmendjian [5] Seite 75ff. Die C1-Mueller-Matrix wurde mit einem
Mie-Programm berechnet, das in Bemerkung 8.5. nédher erlautert wird.

6.2. Bemerkung : (Simulationsergebnisse)

Zu Anfang sehen wir in Bild 6.4 das relative Gesamtsignal der einzelnen Kompo-
nenten des Stokes—Vektors, aufgetragen gegen die halbe Photonenpfadlange, die bei
Einfachstreuung der Eindringtiefe der Photonen entspricht.

Im Bild 6.5 sind die Komponenten U und V des Stokes—Vektors des Gesamtsi-
gnals aufgetragen, die im Vergleich zu den Komponenten /) und I, verschwinden.
Das heifit, dafl kein zirkular polarisiertes Signal aus dem linear polarisierten Laser-
puls entsteht, bzw. dafl jegliche Phaseninformation durch das unabhéngige (nicht
kohérente) Streuen an den zuféllig verteilten Teilchen weggemittelt wird.

Wir erkennen eine deutliche Differenz in der Position der Maxima von [} und von I} .
Sie liegen bei 309 m bzw. bei 321 m. Dies folgt aus der Tatsache, daf} ein Beitrag
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Bild 6.2 :

tragen.
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Bild 6.3 :
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6. FErgebnisse von Simulationsrechnungen

Bild 6.4 : Der Stokes—Vektor des Gesamtsignals (alle Streuordnungen, relative
Einheiten) wobei Il = [jj und 12 = 1.
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Bild 6.5 : Die Komponenten U und V des Stokes—Vektors des Gesamtsignals (alle
Streuordnungen, relative Einheiten).
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in I, bei Mie-Streuung nur nach Mehrfachstreuung registriert werden kann. Der
Anteil an Mehrfachstreuung wéchst mit dem Eindringen in die Wolke, und somit

verschiebt sich der Ort des Maximums von [, zu gréfleren Photonenpfadlédngen.
Das Verhéltnis der Maxima betragt 7% / I+ = 0.04.
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Bild 6.6 : Die Depolarisation 6, und ¢y des simulierten Signals.
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Auf einer Sparc 10/51 benétigten diese Rechnungen rund 5 Stunden. Die Varianz
des Signals [ + I, fiir alle Streuordnungen betragt am Maximum bei der Pho-
tonenpfadldnge von 309 m nur 0.2%. Am Ende des simulierten Signals bei der
Photonenpfadlange von 400 m betrigt die Varianz bereits 10%. Durch eine langere
Rechenzeit ware es problemlos moglich gewesen, die Varianz des simulierten Signals,
auch bei groferen Photonenpfadlangen, unter 1% zu driicken. Es sollte hier jedoch
auch gezeigt werden, dafl aussagekraftige Signale auch schon mit kiirzerem Rechen-
zeitaufwand simuliert werden konnen. Im {ibrigen sind MeBtehler bei solch grofien
Photonenpfadlangen oft deutlich grofier als 10%.

Von besonderem Interesse ist die sogenannte (lineare) Depolarisation. Hierfiir gibt
es zwei unteschiedliche Definitionen:

s, - 1@ _L_ i
Fo I1+Q I|| i”’

was wir ,,depolarisation factor* nennen wollen, und

I-Q I 1 Of

5 _ -
1 ]H—I‘IJ_ ZH—I‘ZJ_ 5f—|—1

die sogenannte ,,depolarisation ratio“. (Die Bezeichnung mit ¢ ist iiblich und sollte
nicht mit dem Dirac MaB verwechselt werden.) Beide Groflen sind in Bild 6.6 fiir
das simulierte Signal aufgetragen. Wir erkennen das typische Verhalten einer Was-
serwolke, wie es von S. R. Pal und A. I. Carswell [22] gemessen und beschrieben
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6. FErgebnisse von Simulationsrechnungen

Bild 6.7 : Die Depolarisation 6, aufgetragen gegen das Verhéltnis Einfachstreusi-
gnal zu Gesamtsignal.
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wurde. (Vergleiche vor allem Fig. 2 aus [22] unter Beachtung der anderen Defi-
nition der Depolarisation.) Die Streuung der Werte fiir groen Abstand ist durch
den Monte—Carlo-Algorithmus bedingt. Anschaulich gesprochen verhalt sich der
Monte—Carlo—Algorithmus analog zu einem LIDAR: Bei groflen Eindringtiefen geht
das Signal im Rauschen unter.

Eine interessante Betrachtungsweise fiir die linearen Depolarisation ergibt sich,
wenn man 6, nicht gegen die Photonenpfadlinge auftrigt, sondern gegen das
Verhiltnis des Einfachstreusignals zum Gesamtsignal (alle Streuordnungen). Dieses
Verhéltnis ist ein Maf fiir den Anteil der Mehrfachstreuung am Gesamtsignal. Dieser
Anteil wird natiirlich mit der Eindringtiefe grofler. Fiir Mie—Streuung kann Depola-
risation nur durch Mehrfachstreuung zustande kommen (sieche Bohren—Huffman [2],
Seite 113ff). Wir erkennen in Bild 6.7 einen nahezu linearen Zusammenhang. Wir
sehen hier wieder die erhéhte Varianz bei groferen Eindringtiefen in die Wolke, also
bei einem kleineren Verhéltnis von Einfachstreusignal zu Gesamtsignal.

6.3. Bemerkung : (Plausibilitatsiiberlegungen)

Abgesehen davon, dal die Rechnung die qualitativen und fiir die Depolarisation auch
die quantitativen Erwartungen, die man an die Ergebnisse stellt, erfiillt, konnen wir
das Programm und somit indirekt auch das Modell gegen die Simulationsergebnisse
des Programms fiir unpolarisierte Mehrfachstreuung (vgl. Normohammadian [19])
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Bild 6.8 : Vergleich des Gesamtsignals (alle Streuordnungen, relative Einheiten)
fiir polarisierte und unpolarisierte Rechnung
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Bild 6.9 : Relative Differenz des polarisierten und unpolarisierten Signals in %
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testen. Es ergibt sich eine Ubereinstimmung im Gesamtsignal I = I+ I innerhalb
der Varianzen, siehe Bild 6.8 und Bild 6.9. Beachte dafl sowohl die polarisierte als
auch die unpolarisierte Simulation varianzbehaftet sind. Dieser Vergleich zeigt, daf3
die Polarisation im Gesamtsignal I bei Mie-Streuung, keine erkennbaren Anderun-
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6. FErgebnisse von Simulationsrechnungen

Bild 6.10 : Die Komponenten il = 7 und i2 = 7, des normierten Stokes—Vektors
fiir den Einfachstreuanteil.
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gen liefert. Dies war fiir die axialsymmetrische Geometrie nach Bild 6.1 auch zu
erwarten.

Das unpolarisierte Modell und das dazu entwickelte Programm haben sich bereits
bei dem MUSCLE Vergleichsrechnungen (siehe [20]) und im Vergleich mit dem Mo-
dell von Herrn Ruppersberg (sieche Noormohammadian [19]) als zuverlassig erwiesen.
Daher kann es als Referenz verwendet werden.

Mit diesem Vergleich wird jedoch nicht der ,,Polarisationsteil® meines Programms
getestet. Wir kénnen nicht nur den gesamten Stokes—Vektor fiir alle Streuordnun-
gen ausgeben, sondern auch einzelne Streuordnungen, insbesondere die Erste. Fir
die Einfachstreuung im Mie—Fall darf keine (lineare) Depolarisation auftreten, da
wir hier effektiv nur Riickstreuung betrachten und my(z,7) = my(z, 7) gilt (siehe
Bohren—-Huffman [2] Seite 113). Es mufl dann fiir das einfach gestreute Riicksignal
fiir den normierten Stokes-Vektor 7 = 1 und 23 = 0 gelten, was nach Bild 6.10
hervorragend erfiillt ist.

6.4. Bemerkung : (Vergleich mit MeBdaten)

Die Mefidaten wurden von Wilhelm Krichbaumer freundlicherweise zur Verfiigung
gestellt. Sie sind aus einer Flugmefkampagne der DLR vom 31. 7. 1991 bis 2. 8. 1991.
Diese Messung wurde in einer Héhe von 18000ft durchgefithrt. Der Name des Da-
tenfiles ist ,,10b/K6“.
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Da keine ,in situ“ Messungen wahrend dieser Mekampagne durchgefiihrt wurden,
konnte die GroBenverteilung auch nicht empirisch bestimmt werden. Wir haben da-
her in unseren Simulationsrechnungen die oft verwendete Deirmendjian C1-Gréflen-
verteilung als Modell fiir eine Wasserwolke benutzt. Die Sichtweite wurde mit 100
m angenommen. Diese beiden Annahmen sind nicht rein willkiirlich, sondern ,nach
AugenmafBl“ den Meflwerten entnommen.

Der langsamere Anstieg der Signale I; und 7, der Messungen im Vergleich zu den
Simulationen a8t sich auf den Dichtegradienten und somit Extinktionsgradienten
der realen Wolke zuriickfithren. In der Simulation wurde die Wolkengrenze scharf
angenommen. Die Position der Maxima von I bei 318 m und von I, bei 320 m

Bild 6.11 : Die Komponenten Il = [y und I2 = I, des Stokes—Vektors des gemes-

senen Signals (relative Einheiten).
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fallen fast zusammen. Dies deutet auf einen Anteil von nichtsphérischen Teilchen
(Eiskristallen) in der Wolke hin. Diese konnen zu einem Beitrag zu [, bereits bei
Einfachstreuung fithren. Das Verhaltnis der Maxima ist 17** / 1j"** = 0.09 und so-
mit gut doppelt so grofl wie bei den Simulationsergebnissen. Dies 14t sich ebenfalls
auf einen Anteil von nicht sphéarischen Teilchen in der Wolke zuriickfiithren.

In Bild 6.12 erkennen wir, dafl nach rund 10 m Eindringtiefe in die Wolke, 6, auf
0.08 gestiegen ist. Da das Signal I, fast im Rauschen untergeht, kann nur der
Bereich von 305 m bis 330 m Photonenpfadlange als aussagekréftig betrachtet wer-
den. Wir finden diesen Anstieg in dhnlicher Weise in unseren simulierten Signalen,
in Bild 6.6. Hier findet der Anstieg von 6, auf 0.08 innerhalb von knapp 20 m statt.
Der Unterschied kénnte auf eine Uberschitzung der Sichtweite (Unterschitzung
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6. FErgebnisse von Simulationsrechnungen

Bild 6.12 : Die Depolarisation 6; und 6, des gemessenen Signals.
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des Extinktionskoeffizienten) hindeuten, oder, wie oben bereits erwahnt, der Effekt
nichtsphéarischer Teilchen sein.
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7. Zusammenfassung und Ausblick.

Wir kénnen mehrfachgestreute polarisierte LIDAR Signale simulieren und Pola-
risationseffekte wie die lineare Depolarisation nicht nur qualitativ, sondern jetzt
auch quantitativ verstehen. Es ist zu erwarten, dafl auch andere Effekte wie die
Polarisations—Anisotropie oder die zirkulare Depolarisation mit dieser Methode
quantitativ untersucht werden kénnen.

Ein sehr interessantes Gebiet wéare die Untersuchung von Cirren (Eiswolken) und
deren Polarisationseigenschaften. Der Weg iiber die Intensitdt nach der Streuung,
wie er in Kapitel 1 eingeschlagen wurde, um zu einer polarisierten Phasenfunktion
fiir Mie—Teilchen zu gelangen, kann in kanonischer Weise auch fiir nichtsphérische
Teilchen durchgefithrt werden, wenn deren Mueller—Matrizen bekannt sind. Bei den
Varianzreduktionsverfahren miifiten dann gegebenenfalls noch Anpassungen vorge-
nommen werden.

Das stochastische Modell, wie es bei Oppel et al. [21] beschrieben wird, hat sich
als sehr allgemein und erweiterungsfahig erwiesen (vergleiche auch Noormohamma-
dian [19]). Neben der oben angesprochenen Erweiterung fiir nicht sphérische Teil-
chen wiare es meiner Meinung nach moglich, mit einem der Stokes—Beschreibung
dhnlichen Formalismus ,, Kanalwechsel“ bei Mehrfachstreuung zu beschreiben. Dies
wiirde die quantitative Beschreibung von mehrfachgestreuten DIAL oder Raman—
Backscatter—Signalen zulassen.
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7. Zusammenfassung und Ausblick.
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8. Anhang

8.1. Lemma:

Seien X, Y und Z topologische Raume, f : X x Y — Z eine stetige Abbildung und
X C X, Z C Z offene Mengen, dann gilt :

U ({"U} x f(z, )_I(Z)) ist eine offene Menge in X x Y.

relX

Beweis :
Fiir D = ) ist die Behauptung trivial, daher sei 0.B.d.A. D # (.

Sei (z,y) € D := | ({a} x f(a, )_I(Z)) gegeben.

acX
Dann ist € X und y € f(z,-)""(Z), d.h. f(z,y) € Z. Wegen f(z,y) € Z, der
Offenheit von Z und der Stetigkeit von f ist f~!(Z) eine offene Umgebung von (z, y)
in X x Y. Nach der Definition der Produkttopologie (endliches Produkt !) existieren

insbesondere offene Mengen U C X und V C Y mit (z,y) € UxV C f~1(Z), also :
fle,y) € fIUXV) C  Z

Somit ist (U N AX') x V eine offene Umgebung von (z,y) mit f(UNX)x V) C Z,
dh. V C f(a, - )Y Z) fiir allea € U N X. Also gilt :

(z,y) € (UNAX)xV

= U ({a}xV)

acUNX

c U ({a} = fla, )'(2))

aceUNX
Cc D.

Damit gibt es also zu beliebig vorgegebenem (z,y) € D eine offene Umgebung
(UNX)xV CDvon (z,y), d.h. D ist eine offene Menge in X x Y. R
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8. Anhang

8.2. Lemma:

Sei (& :t € T)mit T C IRY ein stochastischer ProzeB mit beliebigem Zustandsraum
(E,*B) iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, IP) und sei O € & mit IP(O) = 1.
Ferner seien Bo := {K N O : K € &}, Po : Ko — [0,1], mit Po(-) := P(-) und
ot O — Emit o) :=&() fiir alle t € T', dann gilt :

Erfiillt der stochastische ProzeB ({o: : t € T') iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum
(O, Ro, Pp) die einfache Markov-Eigenschaft, so auch (& :t € T).

Beweis :
Nach der Definition der einfachen Markov—Figenschaft haben wir fiir alle X € B
und s,t € T'mit 0 < s < t zu zeigen, daf :

(IP]

P& eX |6, uss, uel) = P& eX|E)

aber da IP(¢ € X | &) nach Definition o({&;})-meBbar ist, geniigt es, fir s,t € T
mit 0 <s<t, XeBund A€ o({&, u<s, ueT})zu zeigen:

[ ey aP = [Peex|e) ap.
A A

Seien dazu s, t, X und A wie zuvor fest vorgegeben, dann gilt:

PO:
/1{&6){} dIP (@)=t / Ix ooy dIPo
A

ANO

ANO € U(J[_&O,uvugs})

/ Po(bor € X |€ou, u<s,ueT) dPo

ANO

(€0,t) markovsch

= / Po(éor € X |€os) dIPo

ANO

- [ Paexieo dapo

ANO

—_
*
~—

=

S
I
L

/]P(fteX|£s) d1p.

A

Die Behauptung folgt, sobald wir () gezeigt haben, d.h. es geniigt, wenn wir

Polfos € X | os) =2 P(¢ € X | £)]O
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zeigen. Da jedoch beide Seiten o({£ps})-meBbar sind, folgt dies, da fir ¥V €
o({éo,s}) gilt (0.E.d.A. ist Y = £51(C) C O fiir ein geeignetes C' € B) :

/ Po(or € X [Lo,s) dIPo / lx oo,y dIPo
¥

£5.(0)

F(Q=1 / lyo& dP
£1(0)

= [ Pexig) ap
£1(0)

PQ)=1 /IP(fteX|£s) dPo. ™
Y

8.3. Lemma:

Fiir ¢ € 52 ist die (konstante) Abbildung

eine Wahrscheinlichkeitsdichte von A o (¢, -)™' : B([—1,+1]) — [0,1] bzgl. der
Gleichverteilung auf [—1, +1].

Beweis :

Sei p € S? gegeben. Mittels der Methode der algebraischen Induktion (vgl.
Ganfler—Stute [7], S. 21) geniigt es, wenn wir

/ 15(e) (Nolp, )t (de) = / I5(z) 1 da
(141 (11

fir alle B € B([—1,+1]) zeigen. Wegen des Eindeutigkeitssatzes (vgl. GanBler—
Stute [7], Seite 28) reicht es, dies bereits fiir das N-stabile Erzeugendensystem
{la,b[N[-1,+1] 1 a,b € IR, a < b } nachzuweisen.

Dazu geben wir uns o.E.d.A. ein Intervall B := ]a,b] mit —1 < a < b < +1 vor.
Dann gilt :

b —
/ Ip(x) % der = ¢

2
[_17+1]
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8. Anhang

und mit dem Transformationssatz (vgl. Halmos [8], Seite 39, Theorem C)
[ 1@ (vole, ) )de) = [ 1s((e.v)) Ady).
[=1,41] S2

Bezeichne im folgenden (e, €9, €3) die kanonische Basis des IR?, dann gibt es genau
eine orthogonale Matrix A € IR**?) so daB p = Aes. (Die reelle 3 x 3-Matrix A
entspricht dabei einer Drehung um den durch ¢ und ez eindeutig bestimmten Win-
kel; vgl. Kowalsky [12], Seite 24.)

Also gilt fiir v» € S? wegen der Orthogonalitit von A und der Definition des Ska-
larproduktes in IR® (vgl. Kowalsky [12], § 24 und Kolmogorov-Fomin [11], Seite
229):

(p0) = (Aes,¥) = (es, ATY) = (es, A7)
und weiter
AS?) = AN = § bow.
Mo A)(A) = AA)  fiir alle A € B(5?).

Mit dem Transformationssatz folgt somit:

[ 1alie. ) M) =

J ] s
/o

637 llb) )‘(d%/’)

({es, 1)) (Ao A)(dy)

Al(SQ
- / Ls((es, ) A(dp)
= /1B(PT3('¢)) A(dy),

wobei prs : IR® — IR die kanonische Projektion auf die dritte Komponente bezeich-
ne.
Um im folgenden zu raumlichen Polarkoordinaten tibergehen zu kénnen, definieren

wir die Abbildung
® :]0,7[x]0,27[ — R®, (0, ¢) — (sin(@) cos(¢), sin(f) sin(¢), cos(@)),

wobei mit den Bezeichnungen aus Forster [6], Seite 141, Beispiel (14.5.) gilt, dafl
eine Karte von S? ist und

[ 15 M) = [ 1alrs) - dS()

™
52 S2
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[ 18 (pra(@(0,6)) 8127(:9) do do

- % / 15(cos(d)) sin(8) do
_ b—a
2

Fassen wir (8.1) — (8.1) zusammen, so folgt (8.1) und damit die Behauptung. ®

8.4. Lemma : (Réaumliche Polarkoordinaten)

Bezeichne A; das Lebesgue-MaB auf IR, dann gilt fiir alle f € LY(IRF x 5%, B(IRF x
S%), A |B(RF) x A) und = € IR*:

7 ' —z 1
fre) dr Mde) = [ f(le = el da’
5/20/ R\ {z} ( I xH) 4z |2’ — ||
. oz —a 1 ,
= x—a', dz'.
mgéx} M= =) =
Beweis :

Sei f € LYIR x 5%, B(IR{ x 5%), A [B(IRY) x A), dann gilt mit dem Trans-
formationssatz fiir Lebesgue-Dichten (vgl. Forster, [6], S. 141, Beispiel (14.5)),
wobei wir als Karte von S? C IR® die Abbildung @ : ]0,7[ x ]0,27[ — IR® mit

®(8,9¢) = (Cos(qb) sin(@), sin(¢)sin(6), cos(@)) wahlen:

2T

/7 flrip) dr Mde) = /]7 f(r.2(0,9)) Sil(f) dr df d¢

52 0

und indem wir die Abbildung ® : IR™ x ]0,7[ x ]0,27] — IR® mit ¥(r,0,¢) :=
(r cos(¢) sin(f), r sin(¢) sin(8), r COS(@)) = r-®(0, ¢) einfithren:

2T

[[] rveeongegly) S5 o o e
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8. Anhang

Wenden wir schliellich den Transformationssatz fir Lebesgue—integrierbare Funk-
tionen an (vgl. Forster, [6], Corollar 2, Seite 124), so erhalten wir:

[[ s de aae) = [ f( ) e

520 R*\ {0}

woraus mit einer einfachen Koordinatentransformation sofort die Behauptung folgt.
|

8.5. Bemerkung : (Mie—Theorie)

Die Mie-Theorie liefert die exakte Losung der Maxwellschen Gleichungen fiir die
Streuung einer ebenen Welle an einem kugelférmigen Dielektrikum. Diese Losung
geht auf G. Mie [17] aus dem Jahre 1908 zuriick. Eine zeitgeméfiere und mathe-
matisch schliissige Darstellung findet man bei Liou [13]. Die Losung 14t sich in
Form einer Reihenentwicklung in Kugelflichenfunktionen angeben, wobei sich die
Koeffizienten durch sphérische Besselfunktionen ausdriicken lassen.

Die Mueller Matrix M, 1afit sich direkt aus der Losung fiir das Fernfeld berech-
nen. Fir unsere Darstellung des Stokes—Vektors siehe Deirmendjian [5], Seite 69.
Bei Deirmendjian [5], Seite 72ff, findet man auch die Erweiterungen, die fiir die
Behandlung polydisperser Systeme notwendig sind.

Wir versuchen nun, die Eigenschaften der Mueller—Matrix fir das Fernfeld naher zu
beschreiben. In einigen Féllen wird eine physikalische Begriindung angegeben, da
eine mathematisch exakte Analyse nicht durchgefithrt wurde.

e ks lassen sich die Struktur

m(e,0) 0 0 0
- 0 myz,0) 0 0
Me,0) = 0 0 my(2,0) —ma(z,0) |
0 0 my(z,0)  ms(z,0)

e und die Eigenschaften

m; € R fiir j € {1,2},
m; € IR fir j € {3,4},

sowlie
my(x,0) — my(z,0) =0 fiirx € R®und 0 € {0,7}

ableiten. Vergleiche hierzu Deirmendjian [5], Seite 68ff.
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o Die B(IR’x[0,7])-B(IR{ )~ bzw. die B(IR® x[0, 7])-B(IR)-MeBbarkeit der m;,
wiirde z.B. aus der Stetigkeit der m; folgen. Fiir die Sphéare muf dies aus phy-
sikalischen Griinden erfiillt sein. Eine exakte Analyse der Reihenentwicklung,
um dieses physikalische Argument zu tiberpriifen, wurde nicht durchgetiihrt.

e Die Beschranktheit der Abbildungen m; folgt aus der Energieerhaltung.

Die oben genannten Figenschaften sollten, wenn auch bei anderer Gestalt der Mu-
eller Matrix A, fiir nichtsphéarische Teilchen oder Eisteilchen gelten.

Die numerisch stabile Auswertung der Mie-Reihenentwicklung ist nicht trivial (siehe
Deirmendjian [5], Seite 14ff). Hierzu wurde auf ein bereits bestehendes Fortran
Unterprogramm von W. J. Wiscombe [26] zuriickgegriffen. Der Source Code ist iiber
das Internet mittels ftp auf dem Rechner climate.gsfc.nasa.gov im Verzeichnis
pub/wiscombe/Mie Code erhaltlich.

Der Fortran—Code wurde urspriinglich fiir Grofrechner (also fiir 8 Byte REAL)
geschrieben. Das Unterprogramm wurde auf doppelte Genauigkeit (DOUBLE
PRECISION) umgeschrieben, so daff es auch auf (32 Bit) Workstations numerisch
korrekte Ergebnisse liefert. Mit Hilfe von Willhelm Krichbaumer wurde die Erweite-
rungen fiir polydisperse Systeme, analog zu Deirmendjian [5], eingebaut. Dieses Pro-
gramm wurde dann zur Berechnung der Phasenfunktionen und Mueller—-Matrizen,
die als Eingabedaten fiir die Simulationen benétigt wurden, benutzt.
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8. Anhang
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Symbolverzeichnis

Es bezeichne :

IN die Menge der natiirlichen Zahlen (ausschlieBlich 0),
INg die Menge der natiirlichen Zahlen einschliellich 0,
Nooo :=NoU {0},
IR den Korper der reellen Zahlen,
IRt die Menge der reellen Zahlen > 0,
IR} die Menge der reellen Zahlen > 0,
R. :=RU{ocx},
R., = (R.)", fir n € IN,
5?2 i={zeR’: |z =1} und
S2 = §2U {col.

Wir verwenden IR und IR., wie bei Hewitt—Stromberg [9], Seite 54-56, mit der
gewdhnlichen Topologie und IRT bzw. IRY mit der entsprechenden Spurtopologie.
IR",n € IN, versehen mit der dazugehérigen Produkttopologie, betrachten wir stets
als Vektorraum mit der euklidischen Norm || - ||. Mit (-, -) bezeichnen wir das eu-
klidische Skalarprodukt in IR™.

IR” versehen wir mit der dazugehérigen Produktopologie, S? mit der Spurtopolo-

gie und S%2 mit der Spurtopologie von IR? , wobei wir 5 mit & = (00, 00, 0)

identifizieren. (Beachte : % # 0 1) Es gelten die iiblichen Konventionen fiir die
d

Rechenregeln fiir oo, 0 und oo.

Ferner bezeichne :

B(X) die Menge der borelschen Teilmengen des topologischen Raumes
(X, ),
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Symbolverzeichnis

AR B
a(A)

o({fi:vel})

M(X,Y)

X v

P X p
bz

(l||7 iJ_y u, ‘U)T

La

SO(3)
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die Produkt-c—Algebra der o—Algebren 2 und ‘B,

die von A erzeugte c—Algebra, falls A C PB(X) und X eine beliebige
Menge ist,

die initiale o—Algebra der mefbaren Abbildungen f; : (X,X) —
(X;, X;), wobei I # () eine beliebige Indexmenge ist,

die Menge der Markov—Kerne (Ubergangswahrscheinlichkeiten) von
(X, X) nach (¥, 9),

: B(S5%) — [0,1] das normiertes Oberfichenmaf auf S,
:B(IR") — [0, 1] das Lebesgue-Maf auf R",

das Produktmafl der beiden o—finiten Mafle x und v,
das Kreuzprodukt der Vektoren ¢, p € IR?,

: X — [0, 1] das Dirac-MaB in z, wobei (X, X) ein mefibarer Raum
und = € X ist,

den transponierten Zeilenvektor, also den Spaltenvektor,

: X — {0,1} die Indikatorvariable von A, wobei A C X und X

eine nichtleere Menge ist,

die spezielle orthogonale Gruppe; wir unterscheiden aus Ein-
fachheitsgriinden hier nicht zwischen der SO(3) und ihrer 3-
dimensionalen Matrixdarstellung auf IR®.
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