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1. Differentialgeometrie fiir die allgemeine Relativitatstheorie
Wir betrachten die wichtigsten Konzepte anhand des Beispiels der 2-Sphére.

(i) Die Metrik
Der Abstand zwischen den Punkten z* und z* + dX* ist

ds? = Juvdxtdz”.

guv ist der metrische Tensor. Schreibe erst ds? fiir die S? in Polarkoordinaten auf und

berechne daraus die Metrik.

(ii) Der Riemann-Tensor
Die Christoffel-Symbole sind wie folgt definiert:

K 1 KUV ag 14 891/)\ ag)\
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Der Riemann-Tensor hat folgende Definition:
iuv = 6MF§)\ - 6VFZ>\ + FZ)\FZH - FZAFSU

Der Riemann-Tensor ist das Mass fiir die Krimmung einer Mannigfaltigkeit, wenn RY ,
verschwindet, so ist der Raum flach.
Berechne RY,,, fiir 2.



(iii) Der Ricci-Tensor
Anhand von Rf v definiert man den Ricci-Tensor:

Ric,, = Ry,
Berechne Ric,,, fiir S2.
(iv) Die skalare Krimmung
Die skalare Kriimmung ist

R = g""Ric,.

Berechne R fiir S2.

(v)Der Einstein-Tensor
Die Einstein-Gleichung ist die Bewegungsgleichung der allgemeinen Relativitatstheorie:

G = 8rGT,,,
wobei G eine Konstante ist, 7}, der Energie-Impulstensor und G, der Einsteintensor:
G, = Ricy, — %gWR.

Berechne G, fir S2.

2. Die Oszillatorentwicklung fiir den offenen bosonischen String

Die Oszillatorentwicklung fiir den offenen String ist

1 .
X1(1,0) = zg + V2ol T 4 iv2a/ g —al cosnoe™™",
n
n#0

Benutze

J

[afnv an] = mnIJ5m+n,07

um explizit die folgenden Kommutatoren zu iiberpriifen:

[XII(T, 0),X‘],(7’, o) = [XI<7', 0'),XJ(’7', o)l =0.

3. Die Virasoro-Algebra
Die Virasoro-Operatoren sind wie folgt definiert:

1
L, = 3 Z Oy pQtp.
pEZ



Sie haben die folgenden Kommutationsrelationen:

1
[Lm7 Ln] = (m — TL)Lm_|_n + E(m?’ — m)5m+njo.

(i) Zeige, dass die Virasoro-Algebra eine Lie-Algebra ist, also

[.I,y] = —[y,x],

3.1
[, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [2, [z, 9]] = 0 (3.1)

erfullt.
(ii) Zeige, dass die Operatoren Ly, Li und L_; eine Subalgebra bilden.



