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1 Kosmologische Grundlagen

Die Modellbildung in der Kosmologie wurde seit den ersten Anfingen bis in das
letzte Jahrhundert hinein oft mehr von philosophischen bzw. religiésen Prinzipi-
en geleitet als durch Beobachtungen (Kanitscheider, 1991). Gerne wird betont,
dass die Kosmologie mit der Messung der Mikrowellenhintergrundstrahlung zur
empirischen Wissenschaft wurde (Peebles, 1993). Eine weitere, wesentliche Be-
obachtung, die alle kosmologische Modelle erkldren miissen, ist die Verteilung
der Galaxien im Raum. Im Rahmen dieser Arbeit interessieren wir uns fiir die
statistische Beschreibung der Galaxienverteilung.

1.1 Das homogene, expandierende Universum

Die derzeitige, immer besser bestétigte, Arbeitshypothese in der Kosmologie ist,
dass wir uns in einem expandierenden, zu Anfang heiflen Universum befinden.
Wir nehmen an, dass unser Universum, zumindest zu frithen Zeiten, sehr gut
durch eine homogene und isotrope Verteilung der Materie beschrieben werden
kann. Mit zusétzlichen Forderungen (siehe z.B. Goenner 1994) ist die Dynamik
eines solchen homogenen und isotropen Universums bereits bestimmt. Einige
Losungen dieser Dynamik zeigen eine Anfangssingularitéit, das heifit einen Zu-
stand mit hoher Dichte und mit hohen Temperaturen. Dieser wird oft als Urknall
oder ,,Big Bang“ bezeichnet (siche auch Waterson 1993). Es folgt eine Expansi-
on, in deren Verlauf die Dichte und die Temperatur abnimmt. Ist das Universum
weit genug abgekiihlt, so wird es fiir Photonen durchsichtig. Die Photonen von
dieser ,letzten Streufliche® konnen wir als Mikrowellenhintergrundstrahlung de-
tektieren. Die Beobachtung eines isotropen Mikrowellenhintergrunds unterstiitzt
das eben beschriebene Urknall-Modell unseres Universums. Neben der Isotropie
der Mikrowellenhintergrundstrahlung ist das nahezu perfekte Schwarzkorper-
spektrum ein deutlicher Hinweis auf eine beinahe homogene Materieverteilung
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zu frithen Zeiten (Peebles, 1993). Die Annahme, dass unser Universum zur Ent-
stehungszeit des Mikrowellenhintergrunds anndhernd homogen war, ist daher
plausibel.

1.2 Groflirdumige Strukturen im Universum

In unserer ndheren Umgebung hingegen ist die Verteilung der Materie inhomo-
gen und stark strukturiert. Strukturen sind nicht nur innerhalb unserer Gala-
xie und auf kleineren Skalen zu beobachten, sondern auch in der rdumlichen
Verteilung der Galaxien selbst. In Abbildung 1 sind Projektionen der Galaxi-
enverteilung aus zwei benachbarten Segmenten des CfA2-Kataloges (Huchra
et al., 1990, 1995) dargestellt. Wir erkennen deutlich das durch die Gravitation
verursachte Klumpen der Galaxien; grofle Galaxienhaufen werden durch Linien
(Filamente) und Flichen (Sheets, Pancakes) verbunden. In der Uberlagerung
der beiden Segmente sehen wir, dass die grofle Struktur, die sich quer durch die
Stichprobe zieht, nicht ein Artefakt der Projektion ist, sondern dass vielmehr
eine grofle, flichige Struktur senkrecht zu beiden Segmenten steht.

Untersucht man die anfangs beschriebenen Modelle des Universums genau-
er, so zeigt es sich, dass kleine Abweichungen von der zu Anfang homogenen
Massenverteilung anwachsen. Anders gesagt, homogene Losungen der dynami-
schen Gleichungen sind instabil gegen Stérungen — kleine Materieklumpen zie-
hen zusétzliche Materie an und werden so grofier (siehe z.B. Padmanabhan
1993). Mit Modellen fiir diese kleinen Schwankungen in der Anfangsdichtever-
teilung und mit verschiedenen Approximationen fiir die Dynamik dieser Stérun-
gen versuchen wir das Klumpen der Galaxien und die Bildung von groffirdumigen
Strukturen zum heutigen Zeitpunkt zu erkléren (Sahni and Coles, 1995). Die von
diesen Modellen vorhergesagte raumliche Verteilung von Galaxien kann mit der
tatséichlich beobachteten Galaxienverteilung verglichen werden. Dieser Vergleich
findet nicht Punkt fiir Punkt statt, sondern mittels statistischer Eigenschaften
der Punktverteilung.

2 Statistik der Galaxienverteilung

Unser Universum ist, wie der Name schon sagt, einzigartig. Wie kénnen uns hier
statistische Methoden weiter helfen? Der Grundgedanke fiir eine statistische In-
terpretation ist, dass wir die beobachtete Galaxienverteilung als Realisierung
eines stochastischen Modells begreifen. In Beobachtungen erkennen wir Galaxi-
en als isolierte Objekte, daher idealisieren wir Galaxien vorerst als Punkte im
Raum. Dies erlaubt uns z.B. die beobachtete Galaxienverteilung, wie in Bild 1,
mit dem Ergebnis von Simulationen wie in Bild 2 zu vergleichen. Die Massen-
verteilung in Bild 2 wurde numerisch bestimmt. Als Modell fiir die Anfangsfluk-
tuationen und die zeitliche Entwicklung wurde ein sogenanntes ACDM Szenario
gewiihlt (siehe Jenkins et al. 1998). Die nahezu homogene Verteilung von Mas-
seteilchen am Anfang fingt an unter der Schwerkraft zu klumpen. Es bilden sich
nicht nur isolierte Haufen, sondern es entsteht ein komplexes Netzwerk, das mit



Abbildung 1: In diesen Bildern sehen wir die rdumliche Verteilung von Gala-
xien in zwei ndherungsweisen zweidimensionalen Schnitten durch den Raum.
Unsere Position ist an der unteren Spitze dieser Segmente. Das untere Bild
zeigt die Uberlagerung der beiden benachbarten Segmente. Es sind Galaxien
aus dem CfA2-Katalog mit Groflenklasse < 15.5 und einem radialen Abstand
bis 120h~'Mpc gezeigt.



Abbildung 2: Bild einer simulierten Massenverteilung im Universum (sie-
he http://www.mpa-garching.mpg.de/Virgo/virgoproject.html). Hohe Massen-
dichten sind hell dargestellt. Galaxien bilden sich vorrangig an den dichten Stel-
len dieser Massenverteilung.

den beobachteten Strukturen in der Galaxienverteilung verglichen werden kann.
Ahnliche ,, Strichménnchen® wie in Bild 1 lassen sich auch in Bild 2 ausmachen.
Solch ein qualitativer Vergleich muss jedoch quantifiziert werden. Klassische und
oft verwendete statistische Groflen fiir solch einen Vergleich sind die Dichte und
Zweipunktdichte, die ich im folgenden vorstellen werde. Es gibt dariiber hinaus
auch andere, sehr anschauliche, geometrische Gréfien zur Beschreibung der Gala-
xienverteilung, die Minkowskifunktionale (sieche meinen Beitrag zur IWAA 1996
oder Kerscher 2000).

2.1 Die Teilchendichte

Die einfachste statistische Grofie einer Punktverteilung, wie zum Beispiel der
Galaxienverteilung, ist deren Teilchendichte p. Aus einer beobachteten Punkt-
verteilung kann man p schitzen, indem man die Anzahl der Punkte in der Stich-
probe, durch das Volumen der Probe teilt. Die statistische Interpretation von
pdV ist die Wahrscheinlichkeit, einen Punkt im Volumenelement dV zu finden
(siehe Bild 3). Zum Vergleich mit Modellen wird nicht direkt die Teilchendichte
der Galaxien verwendet sondern meist eine differentielle Form, die Leuchtkraft-
funktion. Es wird dann die Dichte der Galaxien in einem Leuchtkraftintervall
mit Modellen und Simulationen verglichen (Martinez and Saar, 2001). Weder
die Leuchtkraftfunktion noch die Dichte selbst sagen etwas iiber die Strukturen
aus, wie sie in Bild 1 zu sehen sind.
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Abbildung 3: Das Bild links illustriert die Definition der Teilchendichte, das Bild
rechts die Definition der Zweipunktdichte.

2.2 Die Paarkorrelationsfunktion

Die Paarkorrelationsfunktion oder Zweipunktdichte erlaubt uns erste quanti-
tative Aussagen iiber Strukturen in der Galaxienverteilung. Ganz analog zur
Teilchendichte p definiert man die Zweipunktdichte:

p2(x1,%x2) dV1dVs (1)

ist die Wahrscheinlichkeit, zwei Punkte x1,x2 in den (disjunkten, infinitesima-
len) Raumgebieten dV; und dV; zu finden (siehe Bild 3). Ist in einer Punkt-
verteilung weder ein verstiarktes Klumpen, noch eine Abstoflung der Punkte zu
beobachten, so zeigt sich dies typischerweise in einer Zweipunktdichte, die un-
abhéngig vom Abstand der Punkte und gleich der Punktdichte zum Quadrat
ist: pa(x1,%2) = p?. Daher definiert man die Korrelationsfunktion £(r), um die
Abweichung von einer unkorrelierten Punktverteilung zu quantifizieren:

pa(x1,%2) = p* (1 +€(r)) (2)

mit dem Abstand r = |x; —x2| der beiden Punkte. In einer klumpenden Punkt-
verteilung ist £(r) > 0, in einer reguldren Punktverteilung ist £(r) < 0.

Zuerst ein nicht—kosmologisches Beispiel. In Bild 4 sehen wir die Verteilung
von Strandkérben an einem Nordseestrand und die Korrelationsfunktion &(r)
zu dieser zweidimensionalen Punktverteilung. Fiir kleine Abstéinde ist £(r) < 0,
dies bedeutet, dass im Mittel nur wenige Paare von Strandkoérbe mit Abstand
r < 4 m zu finden sind. Fiir groBere Absténde oszilliert £(r) um die Null. Der
typische Abstand zum nichsten Strandkorb ist durch das erste Maximum bei
rund 5,5 m gegeben, der typische Abstand zum iibernéchsten Nachbarn durch
das zweite Maximum. Diese Paarkorrelationsfunktion der Strandkoérbe dhnelt
sehr stark der von Molekiilen in einer Fliissigkeit kurz vor dem Gefrieren. Der
Analogieschluf, dass es eine abstoende Wechselwirkung zwischen Strandkorben
bzw. den Feriengésten gibt, ist sicher nur zum Teil richtig. Wichtiger diirfte
die Art und Weise sein, wie die Strandkorbe platziert werden: periodisch links
und rechts vom Lastwagen herunter. Das Bild der Strandkoérbe dndert sich, je
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Abbildung 4: Links eine Aufnahme der Strandkorbverteilung an der Deutschen
Nordseekiiste, rechts die Paarkorrelationsfunktion dieser Strandkorbverteilung.
Die Paarkorrelationsfunktion &(r) ist gegen den Abstand r von Strandkorb—
Paaren aufgetragen. Der typischen Abstand zum néchsten Strandkorb mit rund
5,5 m ist markiert (Léngenskala geschiitzt).

weiter der Sommer fortgeschritten ist. Es bilden sich dann auch Klumpen von
Strandkorben, wie wir die ersten rechts oben in Bild 4 erkennen.

2.3 Die Korrelationsfunktion der Galaxienverteilung

Die Paarkorrelationsfunktion in Bild 5 wurde aus den Galaxien in Bild 1 be-
stimmt. Sie ist typisch fiir die Paarkorrelationsfunktion der Galaxienverteilung.
&(r) ist groBer als Null auf allen hier gezeigten Skalen und wéchst an, wenn der
Abstand r veringert wird. Dies bedeutet ein starkes Klumpen der Galaxien, was
auch wegen der rein anziehenden Gravitationskraft zu erwarten war. Im Ge-
gensatz zur Verteilung von Molekiilen in Fliissigkeiten und von Strandkérben
gibt es keine ausgezeichnete Skala, wie aus der ndherungsweise skaleninvarianten
Form (einem Potenzgesetz) &(r) oc 7~17 der Korrelationsfunktion zu sehen ist.

Die beobachtete Galaxienverteilung kann mit numerischen Modellen vergli-
chen werden. In einer sogenannten N-Koérperrechnungen wird zuerst die Vertei-
lung der Materie durch diskrete (Fluid—)Teilchen beschrieben. Fiir diese Teilchen
werden die Newtonschen Bewegungsgleichungen mit der Gravitationskraft als
Wechselwirkung numerisch gelost (siehe Bild 2). Die Korrelationsfunktion solch
einer Massenverteilung kann direkt mit der Korrelationsfunktion der Galaxien-
verteilung verglichen werden. In Bild 6 sehen wir einen solchen Vergleich. Die
Simulation stammt von Weinberg et al. (2004). Wir erkennen, dass die Kor-
relationsfunktion fiir die beobachteten Daten und die Simulation weitgehend
iibereinstimmen. Diese Ubereinstimmung ist ein wesentliches Argument fiir die
diesen Modellen zugrunde liegende Annahme, dass gravitative Instabilitét fiir
die Bildung der Strukturen in der Galaxienverteilung verantwortlich ist. Die
Unterschiede zwischen Beobachtung und Simulation, sowie die Abweichungen
von der skaleninvarianten Form koénnen uns Informationen iiber die detaillier-
ten Vorginge bei der Galaxienbildung liefern.
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Abbildung 5: Die Korrelationsfunktion £(r) der Galaxienverteilung (durchgezo-
gene Linie) aufgetragen gegen den Abstand von Galaxienpaaren r. Die Vertei-
lung der Galaxien ist in Bild 1 gezeigt. Die gestrichelte Linie ist eine skalenin-
variante Korrelationsfunktion mit &(r) oc r =7,
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Abbildung 6: Das Bild aus Weinberg et al. (2004) zeigt die Paarkorrelations-
funktion £(r) der Galaxienverteilung (Kreise), bestimmt aus dem Sloan Digital
Sky Survey, aufgetragen gegen den Abstand r der Galaxienpaaren. Diese Beob-
achtung wird mit der Paarkorrelationsfunktion von Galaxien aus einer Simula-
tionsrechnung verglichen (durchgezogene Linie).



Abbildung 7: Diese drei unterschiedlichen Galaxien wurden im Abschnitt 2
als Punkte behandelt. Links eine elliptische Galaxie (NGC4753), in der
Mitte eine Spiralgalaxie (NGC5334) und rechts eine ,Low Surface Bright-
ness“ Galaxie (UGC 07322). Die Bilder stammen vom SDSS Skyserver
(http://skyserver.sdss.org/, Abazajian et al. 2003.)

3 Korrelationen von Galaxieneigenschaften

Bisher haben wir Galaxien als Punkte idealisiert. Eigenschaften der Galaxien,
wie Thre Morphologie oder Leuchtkraft haben keine Rolle gespielt. Wie wir in
Bild 7 sehen, sind Galaxien jedoch sehr unterschiedlich. Im folgenden werden
wir diese Figenschaften und speziell ihr Zusammenspiel mit den in Abschnitt 2
untersuchten raumlichen Korrelationen analysieren.

Zur Beschreibung der Galaxienverteilung bietet sich eine markierte Punkt-
verteilung an. Wir haben wie bisher den Ort jeder Galaxie, x. An jede dieser
Galaxienpositionen kleben wir eine Marke m. Marken kénnen diskret sein, z.B.
der morphologische Typ der Galaxie (elliptisch, spiral, irregulér, etc.), aber auch
reellwertig wie die Leuchtkraft der Galaxie. Eine Beschreibung mit einer mar-
kierten Punktverteilung ist nicht nur bei der Untersuchung von Galaxien von
Interesse. Markenkorrelationen werden erfolgreich in der Geologie, Mineralogie
und der Biologie eingesetzt (Stoyan and Stoyan, 1992). Z.B. kann die Position
von Bdumen und ihr Durchmesser als markierte Punktverteilung beschrieben
und untersucht werden.

3.1 Markenkorrelationen

Analog zur bisherigen Beschreibung einer Punktverteilung lisst sich eine mar-
kierte Punktverteilung ebenfalls mit Korrelationsfunktionen beschreiben. Wie
in Abschnitt 2.1 beginnen wir mit der Einpunktdichte p™ (m,x), die nun auch
von der Marke m abhéngt. Die Einpunktdichte

pM (m,x)dVdm = My (m)dm pdV, (3)

ist die Wahrscheinlichkeit einen Punkt mit Marke m im Intervall [m,m + dm]
und im Volumenelement dV zu finden. Diese Wahrscheinlichkeitsdichte kann
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Abbildung 8: Eine markierte Punktverteilung, die Marken sind hier die Farben.
Die Korrelationen von inneren Eigenschaften und der r&dumlichen Verteilung
konnen mit Hilfe der Zweipunkt—Markendichte (Gleichung 5) charakterisiert
werden.

fiir homogene Punktverteilungen in den rein rdumlichen Anteil pdV und einen
rein markenabhiingigen Teil Mj(m)dm faktorisiert werden. Den ridumlichen
Teil, die Teilchendichte p, kennen wir bereits aus Abschnitt 2.1. Die Einpunkt—
Markendichte M;(m) ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der Markenverteilung.
Wir erhalten den Mittelwert m der Marken durch

m:/mmmmm (4)

Die Markendichte M7 (m) gibt uns daher etwa Auskunft iiber die Leuchtkraftver-
teilung der Galaxien, oder iiber die Haufigkeit elliptischer Galaxien im Verhé&lt-
nis zu Spiralgalaxien. Wir lernen jedoch nichts iiber die rdumliche Abhéingigkeit
dieses Verhéltnisses.

In Bild 8 ist eine Punktverteilung mit farbigen Marken dargestellt. Wir er-
kennen, dass die griinen Punkte andere Punkten meiden; rote und blaue Punk-
te sind oft nahe zusammen; die blauen Punkte zeigen ein stédrkeres klumpen
als alle anderen und die gelben Punkte sind meist in der Ndhe von roten und
blauen Punkten. Zur Quantifizierung dieser Beobachtungen verwenden wir die
Zweipunkt—Markendichte (Stoyan and Stoyan, 1992):

5M((x1,m1), (x2,m2))dmy pdVidmaopdVa =

= Ms(mq, ma|r) 0> (14 &(r)) dmqpdVy dmopdVs  (5)

p

ist die Wahrscheinlichkeit, einen Punkt mit Marke m in [m1, m1+dm;] im Volu-
menelement dV; und einen Punkt mit Marke mg in [ma, mo+dmsz] im Volumen-



element dV5 zu finden. Zur Illustration siehe Bild 8. Wie bei der Einpunktdichte
p™ (m,x) faktorisiert die Zweipunkt-Markendichte p5™ ((x1,m1), (x2,m2)) in
den bereits bekannten rdumlichen Anteil p? (1 + &2(r)) mit der Paarkorrelati-
onsfunktion &(r) und den Markenanteil Ms(my, ma|r).

Im Gegensatz zu Gleichung 3 ist die vollstéindige Faktorisierung in unabhéngi-
ge rdumliche und Marken—-Komponenten nicht mehr méglich; Ms(mq, ma|r)
ist eine bedingte Dichte. Ma(mq, ma|r)dmidms ist die Wahrscheinlichkeit auf
Punkt 1 die Marke in [m,m; + dm;] und auf Punkt 2 die Marke in [ma, mo +
dms] zu finden, unter der Bedingung, dass die Punkte zueinander den Abstand
r = |x; — X2| einnehmen. Ist die Verteilung der Marken unabhingig von der
rdumlichen Verteilung, so gilt

Mas(mq,me|r) = My(mq)Mi(ms2). (6)

Wir haben nun die gréfStmogliche Trennung von rdaumlichen Korrelationen und
den Markenkorrelationen erreicht. Mit £(r) quantifizieren wir die rdumlichen
Korrelationen, mit My (mq,mz|r) messen wir die paarweise Korrelation der Mar-
ken auf Punkten im Abstand r.

Ms(my, me|r) ist von drei Gréfien (my, mg und r) abhéingig und eignet sich
daher nur bedingt fiir quantitative Untersuchungen. Eine passende Mittelwert-
bildung erlaubt es uns, die Information zu komprimieren. Als sehr anschauliche
Grofle bietet sich der Mittelwert auf Paaren an:

mi + Mo
km(r) = /dml/dmg ————= Msy(mq,ma|r) (7)
2m
ist das Verhiiltnis der mittleren Marken auf Paaren im Abstand r zum Mittel-
wert m iiber alle Marken. Nicht nur % wird als Gewicht verwendet, auch

andere Marken—Korrelationsfunktionen liefern interessante Resultate (Stoyan
and Stoyan, 1992; Beisbart et al., 2002).

3.2 Leuchtkraftsegregation

Als Beispiel untersuchen wir im folgenden die Galaxienverteilung mit der Leucht-
kraft als Marke. In Bild 9 sehen wir zuerst die reine Galaxienverteilung des
Southern Sky Redshift Surveys 2 (SSRS2, da Costa et al. 1998) sowie die gleiche
raumliche Galaxienverteilung, wobei nun die Gréfle der Punkte proportional zur
Leuchtkraft der Galaxien gew#hlt wurde. Die Strukturen, wie Leerrdume und
Filamente erscheinen im zweiten Bild wesentlich deutlicher.

Um diese Beobachtung zu quantifizieren, untersuchen wir die Galaxienver-
teilung mit der Markenkorrelationsfunktion k,(r). Als Marke verwenden wir
die Leuchtkraft der Galaxien. Ist die Verteilung der Leuchtkréfte unabhéngig
von der rdumlichen Galaxienverteilung, so erwarten wir nach Gleichung 6 ein
km(r) = 1.

In Bild 10 sehen wir eine deutliche Abweichung von einer rein zufilligen
Verteilung der Leuchtkriifte auf den Galaxienpositionen. Das ky,(r) > 1 fur
Galaxienpaare mit Abstinden r < 12h~'Mpc zeigt, dass diese Galaxienpaare

10
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Abbildung 9: Oben sehen wir die Galaxienverteilung eines Teils des Southern
Sky Redshift Survey 2 (SSRS2, da Costa et al. 1998). Unten die gleiche Gala-
xienverteilung — die Grofle der Punkte ist nun proportional zur Leuchtkraft der
Galaxien.
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Abbildung 10: Die Markenkorrelationsfunktion k,,(r) der Galaxien im SSRS2
(rote Linie) aufgetragen gegen den Abstand r der Galaxienpaare. Als Marke
wurde die Leuchtkraft der Galaxien verwendet. Der schattierte Bereich um
Em(r) = 1 markiert den Wertebereich in dem k,,(r) liegen wiirde, wenn kei-
ne Leuchtkraftsegregation vorhanden wire.

leuchtstérker sind als die Galaxien im Mittel. Das Signal von k,(r) ist klein:
eine um 6% erhohte Leuchtkraft fiir Galaxienpaaren mit Abstand r = 1h~'Mpc,
die Abweichung ist jedoch signifikant. Das erkennen wir am besten, wenn wir
Positionen der Galaxien beibehalten aber die Leuchtkrifte zufillig durchmi-
schen. Dies entspricht genau der Annahme von keiner Leuchtkraftsegregation
(siehe Gleichung 6). Wir wiederholen dies mehrmals und erhalten eine Fluktua-
tionsbereich um k,,(r) = 1. Das urspriingliche Signal k,,(r) > 1 ist deutlich
ausserhalb dieses ein-o Bereich.

4 Zusammenfassung

Zur Untersuchung der beobachteten Galaxienverteilung wird haufig die Paar-
korrelationsfunktion verwendet. An einem nicht—kosmologischen Beispiel haben
wir gezeigt, wie man Eigenschaften einer Punktverteilung aus der Paarkorre-
lationsfunktion ablesen kann. Mit der Paarkorrelationsfunktion der Galaxien
konnten wir die Auswirkungen der Gravitation auf die rdumliche Verteilung der
Galaxien, das starke Klumpen, quantitativ beschreiben. Die Paarkorrelations-
funktion erlaubt uns einen Vergleich von Beobachtungen mit numerischen Mo-
dellrechnungen zur Galaxienbildung. Nicht nur rdumliche Korrelationen wurden
von uns untersucht. Speziell das Zusammenspiel der Markenkorrelationen mit
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den rdumlichen Korrelationen ist von Interesse. Hier konnten wir zeigen, dass
es deutliche Segregationseffekte in der Leuchtkraftverteilung auf den Galaxien
gibt. Korrelationsfunktionen und Markenkorrelationsfunktionen sind universell
einsetzbare statistische Methoden und werden nicht nur bei der Untersuchung
der Galaxienverteilung verwendet. Ich hoffe, dass ich die Grundlagen und das
Versténdnis fiir die Interpretation solcher Korrelationsfunktionen schaffen konn-
te.
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