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33. Aufgabe: Rapiditat

Betrachten Sie einen Lorentz-Boost des Koordinatensystems entlang der x-
Achse. Aus der Mechanik wissen Sie, dafl die Koordinaten des geboosteten
Bezugssystems (2/# = (2" = ct’, 2'*, 22, 2%)) mit denen des urspriinglichen
(zt = (20 = ct, 2, 22, 23)) durch 270 = (20 — B2'), 2"t = y(z! — B20), 2" =
22, 2" = 2® zusammenhingen, wobei v = /1 — 52_1 und = ¥ eingefiihrt

wurden. Dies kann man in Matrixschreibweise ausdriicken durch

v =By 00

2 =QF, Y, mit O, = By v 00 (1)
0 0 1 0
0 0 0 1

a) Zeigen Sie, dafl zwei Boosts entlang der z-Achse (mit Geschwindigkeiten
v1 und vy) wieder einen Boost entlang der x-Achse ergeben. Wie addieren
sich die Geschwindigkeiten?

b) Fiihren Sie die Rechnung aus Teil a) noch einmal durch unter Benutzung

der Rapiditat ¢, die durch
v

tanh(¢) = — (2)

c
definiert ist. Leiten Sie das Additionsgesetz fiir die Rapiditéat her.

34. Aufgabe: Kovarianz der Klein-Gordon-Gleichung

Es sei p(x) = ¢(Z,t) eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung in einem
Bezugssystem S. Betrachten Sie nun ein neues Bezugssystem S’, das man
aus S mittels einer Lorentz Transformation 2#, erhalt. Zeigen Sie, dafl die
Funktion ¢'(z') = ¢(z) die (freie) Klein-Gordon-Gleichung, ausgedriickt in
den neuen Koordinaten x'#, erfiillt.

35. Aufgabe: Nichtrelativistischer Limes der Klein-Gordon-
Gleichung

a) Zeigen Sie, dafl die ebene Welle ¢y (x) = We‘ik'z, (k-2 = Fklz, =



k920 — k - &, wobei hk* der Viererimpuls ist) Lésung der (freien) Klein-
Gordon-Gleichung ist.

b) Benutzen Sie nun die relativistische FEnergie-Impuls Beziehung,
um zu zeigen, daB im nichtrelativistischen Grenzfall (d.h. fiir

Q; < 1) pr(x) = Pp(,t) e—ime*t/h gilt, wobei 97 Losung der (freien)

C

Schrédingergleichung ist.

c) Zeigen Sie nun, daB auch die ebene Welle ¢p(x) = Wsi“ die
Klein-Gordon-Gleichung erfiillt. ~ Was ergibt sich in diesem Fall fir
den nichtrelativistischen Limes? Erhédlt man wieder eine Loésung der

Schrodingergleichung analog zu Teil b)?

36. Aufgabe: Erhaltung des Viererstroms
Analog zum nichtrelativistischen Fall betrachtet man fiir die Klein-Gordon-
Gleichung eine Viererstromdichte, die im elektromagnetischen Feld die Form

_in

j VO =gyt - — Aty (3)

2m

-,

annimmt. Hierbei ist A* = (¢, A) das Viererpotential und 1 (Z, t) erfiillt die
Klein-Gordon-Gleichung gekoppelt an ein elektromagnetisches Feld, d.h.

('hi ¢ )sz(f, t) = (hﬁ - SE)Zzp(f, 1)+ m2EH(E 1) . (4)

/l —
cot ¢ 7

Zeigen Sie, daf j* die Kontinuitétsgleichung d,j* = 0 erfiillt.



