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37. Aufgabe: Ladungserhaltung

Die Kontinuitatsgleichung fiir die Stromdichte von Lésungen der Klein-Gordon-
Gleichung lautet

it =0 (1)
Nehmen Sie ferner an, daf§ die Stromdichte einen kompakten Trager hat, d.h.
daB in jedem Inertialsystem ein R € Ry existiert, so da j#(z) =0 fir |&] > R
(mit anderen Worten, es gibt keine Ladungen und Stréme im Unendlichen).

a) Benutzen Sie (1), um zu zeigen, dafl

Q= /d3rp(F, t) = const (2)

gilt, d.h. die Ladung ist zeitunabhangig.

b) Zeigen Sie nun mit Hilfe von (1) und der Tatsache, da§ j# ein Vierervektor
ist, daf die Ladung in allen Inertialsystemen gleich ist.

(Hinweis: Man kann die Ladung auch als Integral iiber den gesamten
Minkowskiraum schreiben

1 1
Q=7 /tzo dri* = 1 [ e @0,00 w,). ®)

wobei O die Stufenfunktion ist und n” ein geeignet gewéhlter Vierervektor.
Zeigen Sie dies.)

38. Aufgabe: Spinor-Formulierung der Klein-Gordon-Gleichung

In der Vorlesung wird diese Woche die Spinor-Formulierung der Klein-
Gordon-Gleichung besprochen. Diese Aufgabe soll dazu dienen, einige der
Zwischenschritte nachzuvollziehen.

a) Zeigen Sie, daf} sich die Klein-Gordon-Gleichung in Schrédingerform

'ﬁay =H 4
i = H(e)t 0

schreiben lasst, wobei
v = (7). 6

X
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o=+ paling —ee)u] . x=glv-m(ing -e2)u]. ©
H(e) = % (?6 — %/T)2(7'3 + i) + mc®13 + e®1 . (7)



Die Matrizen 7, entsprechen den Paulimatrizen und 1 ist die zweidimensionale
Einheitsmatrix.

b) Verifizieren Sie die in der Vorlesung angegebenen Formeln fiir die
Stromdichte, d.h.

p = fﬁﬁ , (8)
o h - = -
Jo= 2mi QTTB(TB +im2)Vip — (VﬁT)Tb’(TP) + Z'Tz)ﬂ} — %AQTTP,(TP, +i72),

wobei %T = (¢*, x*).
c) Verifizieren Sie 71 (H (e))*m = —H(—e).
d) Zeigen Sie, daf§

i Eyt) /R mc? + E, O e iBT=E)/h [ mc? — E,
P B 2\/Epmc2\/v mc2 — Ep ’ P B 2\/Epmc2\/v mc2 —+ Ep

9)
normierte Losungen der freien Klein-Gordon-Gleichung (d.h. (4), (7) mit ® = 0,
A = 0) sind, fiir die [d3 p = 41 gilt (die Teilchen befinden sich in einem
Volumen V). Wie iiblich haben wir in (9) die Abkiirzung E, = cy/p? + m2c?

verwendet.

39. Aufgabe: Feshbach-Villars Darstellung

Ein freies Teilchen werde durch die Klein-Gordon-Gleichung in Spinor-
Formulierung beschrieben. Gegeben sei nun der Operator

_ E,+mc® + 1 (B, — mc?)
B 2/mc2E, '

Bestimmen Sie UT und zeigen Sie, da U~! = m3UTr3 gilt. Benutzen Sie dies
um zu verifizieren, dafl bei der Transformation ¢ = U1 die Norm

U

(10)

W) = [ ity (1)

erhalten bleibt, d.h. (1[¢)) = (#|¢). Wie lauten die transformierten ¢ Spinoren
fiir die Losungen (9)? Wie lautet der transformierte Hamiltonoperator Hy =
UHU™!, wobei H in (7) mit ® = 0, A = 0 gegeben ist? (Fiihren Sie die
Matrizenmultiplikation mit dem Computer durch, da sie etwas langlich ist.)
Die transformierte Klein-Gordon-Gleichung
99

ih—= = H, 12

thor = Hyd (12)
wird auch als (freie) Klein-Gordon-Gleichung in der Feshbach-Villars Darstel-
lung bezeichnet.



