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13. Aufgabe: Eindimensionale Streuung

Diese Aufgabe dient der Wiederholung der eindimensionalen Streutheorie,
die bereits in QM1 besprochen wurde.

a) Die Wronski-Determinante fiir zwei Funktionen ¢1(z) und ¢o(z) ist
definiert durch

z) O.¢1(x
W (or(@), () = det | 17 P01} )
b2(2) Oua(a)

Nehmen Sie an, dafl die ¢;(z) (i € {1,2}) Losungen der Differentialgleichung
S —Ei| ¢i = 2
T V(@) Bi| 6= 0 2

sind. Zeigen Sie damit, dal 0, W (¢1(z), p2(z)) = QFL—T(El — E9)p1¢2. Was
folgt fir £y = E5?

b) Betrachten Sie eine einlaufende ebene Welle ¢p(x) mit Wellenzahl
k, die an einem eindimensionalen lokalisierten Potential V(z) gestreut
wird. Lokalisiert bedeutet hier, dafl das Potential nur in einem endlichen
Bereich der z-Achse (Jz| < L) verschieden von Null ist. Zeigen Sie dafl sich
Reflexionswahrscheinlichkeit R;. und Transmissionswahrscheinlichkeit T}, zu
1 addieren. (Hinweis: Betrachten Sie W (¢ (x), ¢5(x)) und verwenden Sie
das Ergebnis aus a).)

14. Aufgabe: Lineare Antwort
In der Vorlesung wurde die lineare Antwortfunktion X4 p hergeleitet.

a) Bestimmen Sie die Fouriertransformierte unter Benutzung von

© dq —iwt
O(t) = — lim e
e—0 J_ o 2miw + e

und zeigen Sie, dafl das auf die aus der Vorlesung bekannte Formel

a1 =y [ ool




fithrt, wobei wy,, = (Eﬁ,g) — Ey(LO))/h gilt.

b) Bei der Fouriertransformation von (§A);} mufl man die Konvolution

oA = [ dnciple - ) (5)
transformieren. Zeigen Sie generell (d.h. fiir beliebige Dimension), daf die
Fouriertransformation einer Konvolution

Cw D(F) = / & C(F)D(F — ) (6)

ein Produkt ergibt.

15. Aufgabe: Polarisierbarkeit

Wir wollen jetzt die Formel (4) auf den Fall der Polarisierbarkeit von Atomen
in einem zeitlich verdnderlichen elektrischen Feld (in z-Richtung) anwenden.
Der Storoperator ist daher

A

V = q2E(t) , (7)

wobei der Dipoloperator D, = ¢z dem Operator B aus der Vorlesung
entspricht, wahrend E(t) die zeitlich variierende Stérke der Stérung an-
gibt, die im allgemeinen Fall in der Vorlesung mit b(t) bezeichnet wurde.
Diese Storung fiihrt zu einem induzierten Dipolmoment (§D,)}(w) =
XD.p, (wW)E(w) (d.h. auch A = D). Die lineare Antwortfunktion xp_p_(w)
wird in diesem Fall als Polarisierbarkeit bezeichnet.

a) Zeigen Sie

2
. q fn’n
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mit der Elektronmasse m und den sogenannten Oszillatorstarken

ot = gz (01 D:lm)? )
q*h

b) Betrachten Sie nun die Formel (8) fiir den Grundzustand (n = 0). Sie
gilt streng genommen nicht in der Néahe einer Resonanzfrequenz, d.h. fir
w ~ wy 0. In dem Fall kénnen hohere Energiezustinde |n') angeregt wer-
den, die allerdings eine endliche Lebensdauer F;,l haben. Dies kann man
berticksichtigen, indem man die Energie F, formal komplexifiziert, d.h.
E, — E, =E,— %ihfn/ (so daB fiir die Zeitabhéngigkeit eines angeregten
Zustands e~ Ent/h = ¢=iBut/he=3T gilt). Nach Einfiihrung von I, in (4)
kann man e gegen Null gehen lassen.



Was ergibt sich nun im Fall w ~ wy ¢ fiir die Polarisierbarkeit? (Hinweis:
In der Summe in (4) kénnen alle Terme vernachléssigt werden, die nicht in
Resonanz sind.)

c) Aus der Elektrodynamik ist bekannt, daff die Polarisierbarkeit die dielek-
trische Konstante £ bestimmt:

wobei C' eine Konstante ist, die proportional zur Anzahl der Atome pro
Volumen ist. Bestimmen und skizzieren Sie Real- und Imaginérteil von £.
Zur Interpretation: Die Dielektrizititskonstante ist iiber £ = (7 4 ir)? =
7% — k? + 2ink mit dem Brechungsindex 7 und dem Absorptionskoef-
fizienten x verkniipft. Falls das zeitabhéingige elektrische Feld durch eine
einfallende ebene Welle F, = Eoei(kx_“’t) verursacht wird, gilt im Medium
E, = Eye "kzei(tkz—wt) "q 1§ bestimmt die Dispersionsrelation und  die
Absorption.

16. Aufgabe: Zweidimensionale Greensche Funktion

Betrachten Sie die Streuung einer einlaufenden ebenen Welle '@« ip
zwei Dimensionen an einem lokalisierten Potential V(7). Die ebene Welle
ist ein Energieeigenzustand des freien Hamiltonoperators und die Energie
hw = h%*p?/(2m) dndert sich bei einer elastischen Streuung nicht. Daher
reduziert sich die Schrédinger Gleichung auf ihre zeitunabhéngige Form

(Ar + %) (F) = v(@Y(F) , mit o(7) = 25 V(7). (11)

Die Losung kann durch die zweidimensionale Greensche Funktion G(7—7")
gemaf

Ul = @)+ [ G = ) (12)
ausgedriickt werden, wobei G(7 — 7') die Gleichung
(Ar +9%) G = 7) = 6 (7 = ) (13)

erfilllt und () = € gleich der einlaufenden Welle ist. Bis auf einen
konstanten Faktor entspricht die Greensche Funktion der in der Vorlesung
besprochenen Resolvente. Thre Fouriertransformierte ist daher auch gegeben

durch
1

p2 — k27
Bestimmen Sie hieraus die Greensche Funktion in Ortsdarstellung durch
Fouriertransformation. Diskutieren Sie ihr Verhalten fiir kleine und grofle

G(k) = mit k2 =k} + k3 . (14)



Werte von R = |7 — 7'|. (Hinweise: Fiir die Diskussion des asymptoti-
schen Verhaltens werden Sie Figenschaften der Besselfunktionen benotigen,
die Sie entweder mit Hilfe von Maple, einer Formelsammlung (z.B. I. S.
Gradshteyn, J. M. Ryzhik: ”Table of Integrals, Series, and Products” oder
Milton Abramowitz, Irene A. Stegun: ”Handbook of Mathematical Func-
tions”) oder im Internet finden kénnen. Ansonsten werden Sie noch folgende
Formeln brauchen:

2m
2ndo(z) = / sV gy
0

*  Jo(kR) T (1),.
Ko(aR) = /0 dk 1y gk . und Ko(z):?HO()(zz), (15)
wobei Jy eine Besselfunktion der ersten Art, Ky eine modi-
fizierte Besselfunktion und Hél) eine Hankelfunktion ist (s. z.B.
http://en.wikipedia.org/wiki/Bessel function oder eine der an-

deren oben angegebenen Quellen).)



