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17. Aufgabe: Streuung an der harten Kugel

Betrachten Sie die Streuung einer einlaufenden ebenen Welle e?%*

an einer
harten Kugel, d.h. an einem Streupotential
oo , r<a
Vi(r) = : (1)
0 , r>a

a) Warum bietet sich fiir die zu bestimmende Wellenfunktion der Ansatz

$(7) = > Ry(r)Pi(cos 0) (2)

=0

an?  Welche Gleichung folgt fiir R;(r) nach Einsetzen von (2) in die
(zeitunabhéngige) Schrodingergleichung?

b) Aus der Vorlesung wissen Sie, dafy die Wellenfunktion asymptotisch die
Form (7) = e*** + f (0)4 annimmt. Benutzen Sie die Randbedingungen
fiir r = @ und r — oo und die Formeln aus der Formelsammlung (s. unten),
um die Gleichung fiir R;(r) aus Teil a) zu lésen.

c¢) Benutzen Sie Ihr Ergebnis aus Teil b) und die aus der Vorlesung bekannte
Formel f(6) = +>,(20 + 1)e® sin &, Py(cos #), um eine Formel fiir sin®;, zu
bestimmen. Was ergibt sich fiir den totalen Wirkungsquerschnitt?

d) Argumentieren Sie, dafl im Grenzfall ka < 1, der | = 0-Term den
totalen Wirkungsquerschnitt dominiert (man spricht von s-Streuung oder
s-Wellen-Streuung). Was ergibt sich daher fiir oy in diesem Limes?
Vergleichen Sie dies mit dem klassischen Wirkungsquerschnitt.

e) Betrachten Sie nun den anderen Limes ka > 1. Im allgemeinen gilt,
daB nur Terme mit [ < [p zum totalen Wirkungsquerschnitt wesentlich
beitragen, wobei /lo(lp +1) ~ ka gilt. Daher kann die Summe tiber [
im totalen Wirkungsquerschnitt bei [y abgebrochen werden. Berechnen
Sie oot in diesem Limes und vergleichen Sie wieder mit dem klassischen
Wirkungsquerschnitt. (Hinweis: Versuchen Sie die Formel sin? z+cos? z = 1
einzusetzen und entwickeln Sie das Ergebnis zur fiihrenden Ordnung in [g.
Alternativ kénnen Sie die Summe iiber [ auch mit Maple l6sen.)



18. Aufgabe: Streuung am Potentialtopf

Betrachten Sie nun das attraktive Kastenpotential

_‘/b , T S a
V(r) = : (3)
0 , r>a

mit Vo > 0.

a) Man macht wieder einen Ansatz wie in (2). Bestimmen Sie analog zu
Aufgabe 17 b) die Wellenfunktion in den Bereichen r < a und r > a, indem
Sie geeignete Randbedingungen bei 7 = 0 und r — oo fordern.

b) Beschrénken Sie sich nun auf den Fall, daf die Energie E der einfallenden
Welle so klein ist, dafl ka < 1 gilt. Dann kann der Beitrag der Partialwellen
mit [ > 1 wie in Aufgabe 17 d) vernachléssigt werden (s-Wellen-Streuung).
Bei r = a mufl die Wellenfunktion und ihre erste Ableitung nach r stetig
sein. Warum? Leiten Sie daraus eine Formel fiir tan dy her.

c) Machen Sie nun die zusétzliche Annahme, dafl
k
4 tan(ga) < 1 (4)

gilt, wobei ¢ durch % = E + Vj definiert ist. Wie vereinfacht sich die
Formel fiir tan §p? Benutzen Sie tanx ~ z ~ sinzx fiir kleine z, um eine
Formel fiir den totalen Wirkungsquerschnitt herzuleiten. Unter welcher
Bedingung wird dieser Null?

Das Verschwinden von o, fir bestimmte Werte der einfallenden En-
ergie ist als Ramsauer Effekt bekannt und wird zum Beispiel bei der
Elektronenstreuung an schweren Edelgasen beobachtet. Es ist ein charak-
teristischer quantenmechanischer Effekt, der klassisch nicht zu verstehen ist.

19. Aufgabe: Bornsche Niherung

In der Vorlesung wurde die Formel fiir die Streuamplitude

m

=/ _
f(p 717) - 27Th2

[ T ) (5)

hergeleitet. Setzt man dort fiir (') die einfallende Welle e’’’ ein, erhalt
man die Streuamplitude in der Bornschen Ndherung (die in der Vorlesung
mit fO(p”, p) bezeichnet wurde).

a) Berechnen Sie die Streuamplitude und den differentiellen Streu-
querschnitt do/dQ) in Bornscher Néaherung fir das Yukawa-Potential
V(7) = Vyexp(—Ar)/r, wobei A > 0 eine Konstante ist. In welchem Fall
folgt die Rutherford-Formel?



b) Berechnen Sie den totalen Wirkungsquerschnitt oy in Bornscher
Naherung fir das Yukawa-Potential.

Formelsammlung

Die sphérischen Bessel- und Neumannfunktionen, j; und n;, sind linear un-
abhéngige Losungen der Differentialgleichung

L2 (41
fl+;fl+fl—(;;)fz=o. (6)

Sie haben folgendes asymptotisches Verhalten fiir kleine und grofie Argu-
mente

, 19 \'sin PRI+, p—0
jl(p) - pl <__8_> ’ - sin(p—In/2) (7)
pdp) p sin(p—in/2) p— 00
19 cos —@+ DY+ D), p—0
nl(p) - _pl <__8_> —p - cos(p—Im/2) (8)
pdp) p — cos(p—tn/2) p— 00
wobei die Doppelfakultét definiert ist durch (20 + 1)!! =1-3-...- (2] +

1). Alternativ kann man als die linear unabhéngigen Losungen auch die
Hankelfunktionen 1. und 2. Art benutzen, die durch

n o) =) +imlp) o B (0) =) —ime) = (W) )

definiert sind und folgendes asymptotisches Verhalten haben
g1 €” €7
B (p) — (=) P () i (10)
p—00 P p—o0 P
Aus der Vorlesung kennen Sie auflerdem die Entwicklung

o0

eth? = ;(21 +1)i' P (cos 0)j(kr) . (11)



