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0 Ubersicht

1. Einfithrung bzw. Wiederholung (Hauptsitze der Thermodynamik, En-

tropie,...)

2. kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung + Zustandssumme

3. chemisches Potential (verschiedene Phasen, Teilchentransport)

4. Anwendungen

Literatur: Thermal Physics von Ralph Baierlein, Cambridge University Press

1 Einfiihrung

Thermodynamik

makroskopische Eigenschaften ei-
nes Vielteilchensystems (&~ 10%3
Teilchen) im Gleichgewicht

Makrozustand wird durch einige
wenige Zustandsgrofen beschrie-

ben (wichtig: Gleichgewicht);
z.B.: p: Druck; V: Volumen;
T: Temperatur; S: FEntropie;

p: Chemisches Potential; N:
Teilchenzahl; B: Magnetfeld; M:
Magnetisierung

Zustandsgrofen im Gleichgewicht
zeitlich konstant

Bemerkungen:

—

statistische Physik

mikroskopische Begriindung der

Thermodynamik

Wahrscheinlichkeiten von Mikro-
zustanden, die einem bestimmten
Makrozustand entsprechen.

Makrozustande zeitlich variabel

1. Zustandsgrofen sind nicht alle unabhéngig (von System abhéngige Zu-
standsgleichung); z. B fiir ideales Gas:

E = E(N,T) = SNkT

2 (1.0.1)

Boltzmannkonstante k = 1,381 - 1072 J/K
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2. extensive Variablen (V) S, N, M, ...) skalieren mit Systemgrofe bzw. Men-
ge, intensive Variablen (p, T, u, B, ...) nicht.

3. Zustandsgrofe hdangt nur vom Zustand des Systems ab, nicht davon,
wie Zustand erreicht wurde (Gegenbeispiele: Warme @), Arbeit 1)

Thermodynamik als axiomatische Theorie: Drei Hauptsatze

Mechanik: Newton F = ma
Elektrodynamik: Maxwell
Quantenmechanik: Schrodingergleichung
Thermodynamik: ?

— 1.HS: Jedes thermodynamische System besitzt eine Zustandsgrofe E (in-
nere) Energie
Energeierhaltung:

AFE = q—w (alternativ infinitesimal: dE' = §Q — W)  (1.0.2)

q: zugefiihrte Warme
w: geleistete Arbeit

Bemerkungen:
1. ¢, w klein (infinitesimal), A kann kleine oder groke Anderung be-
deuten
2. @), W keine Zustandsgrofken
3. Teilchenzahl variabel = Einfluf auf AFE (s. spéter)
4. Beitrage zu E z. B:

(a) Translations-/ Vibrations-/ Rotationsenergie der Molekiile
(b) intermolekulare potentielle Energie
(c) Anregungsenergie der Elektronen im Molekiil

Aber nicht: Translationsenergie des Gesamtsystems

— 2.HS: Jedes thermodynamische System besitzt Zustandsgrofe S: Entro-
pie; GG = S maximal

— 3.HS: T — 0= S — Sy = konst (Sy unabh. von anderen Zustandsva-
riablen p, V...



1.1 Das (klassische) ideale Gas

*  klassisch*: Vernachlassigung von Quanteneffekten

* jideal: Wechselwirkung zwischen Molekiilen vernachlassigt

* empirisches Gasgesetz (17.-19. Jahrh. Boyle-Mariotte, Gay-Lussac)

N RT
B A
P=y "y

v: Molanzahl; 1Mol = Anzahl von Atomen in 12g 2C

1Mol = 6,022 - 10* = N4 (Avogadro Zahl)
R = Nk (Gaskonstante)

* kinetische Gastheorie

= . m<v> N
P=3"5 %
|

mittlere kinet. Energie der Molekiile

. " .qe . = o5
p: Kraft pro Fliche, wobei die Kraft gegeben ist durch F' = 37

Impulstransfer Anzahl der
auf A - | Kollisionen
pro Kollision in At
Kraft auf A = A7

Impulstranfer pro Kollision = 2mu,
Anzahl der Kollisionen in At: v, AtA - % . %

— Annahme im Moment: | v, | gleich fiir alle Molekiile
— Faktor %: Halfte der Molekiile hat v, < 0

2mu, - (v, AtALY) N
~ P= A4 Sy

<

Mittelung:

<v!>=<u?>+<y’>+<v?>=3<v, >

:m<v2>ﬂl':1'51m<v2>ﬁ
p 7Yy T3 %

Vergleich mit Gasgesetz:

1 3
§m <v?>= §kT

(1.1.1)

(1.1.2)

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)

(1.1.6)

(1.1.7)



Ideales Gas aus Atomen:
1 9 3
E = §Nm<v >= §NkT (1.1.8)

Die Formel 1.1.8 wird auch kalorische Zustandsgleichung genannt. Das ideale
Gas wird beschrieben duch E, N, T, p,V. Wegen der thermischen und kalori-
schen Zustandsgleichungen sind aber nur 3 unabh.

Zum 1. Hauptsatz (AE = ¢ — w) fiir das ideale klassische Gas: w héngt
allgemein davon ab

1. welche dufleren Parameter sich andern
2. ob System in Nédhe von thermischem Gleichgewicht bleibt

Wir betrachten einen Kolben der ein abgeschlossenes Volumen, mit Gas ge-
fiillt, nach oben beschrénkt:
AV Kklein, langsame Expansion

w:FKolben~Ah:p~A-Ah:p'AV (119)
% AV klein = p (néherungsweise) konstant

* quasistatisch: so langsam, dass das System eine Folge von Gleichge-
wichtszustdnden durchlauft

= AE =q—pAV (1.1.10)
1.1.1 Warmekapazitat
J— N (a4
C, = Wéarmekapaziét bei konstantem x = ( AT)x (1.1.11)
q AFE + pAV AFE
=) = | —————— = — 1.1.12
Cv <AT>V ( AT s \AT), ( )
aT—o0 [(OF
— 1.1.13
= (7). —
Atomares ideales Gas: 5
E= QNk:T (1.1.14)
Cy = gNk: (1.1.15)



spezifische Warmekapazitét:

Cy 3
v=TN Tk

(1.1.16)

Jetzt Warmekapazitdat bei konstantem Druck p. Wir miissen wissen, wie V'
von T abhéngt. Dazu benutzen wir wieder die Relationen fiir ein ideals Gas.

V= EkT: AV = ﬂkAT
p p

Jo E(N, T) atomag Gase gNk’T

AE + pA E
C, = <LV) LI (8—> + Nk =Cy + Nk
p

AT orT

Cp:CV+N]€

1.1.2 Adiabatische Prozesse

Adiabatisch < ¢ =0, AE = —w

isotherm < T = const (NB: isobar < p = const)
Betrachte jetzt eine langsame Expansion.

p= %kT =

1. isotherm p ~ %

2. adiabatisch
AE = —w=—pAV <0

E~T )
= T nimmt ab
= p~ % fallt schneller ab als bei T = const

isotherm: p~ V!
adiabatisch: p ~ V77 v > 1
N
AFE +pAV =0 = CyAT + VkTAV

oo (AN A
)T Oy 1%

(1.1.17)

(1.1.18)

(1.1.19)

(1.1.20)

(1.1.21)

(1.1.22)



Definiere:
Nk C,-Cy Cp
TP TV _ TP 1=~_1 1.1.23

=InT+ (y—1)InV = const

ln(T-};"Y—l)
=T -V = const
=TV ' =TV, (1.1.24)

wobei der Index i fiir initial und f fiir final steht. Benutze Gasgesetz (1.1.1):

— pV7 = const mit v = % (1.1.25)
1%

Nebenbemerkung: Wirme keine Zustandsgrofe
Betrachte:

a) Ein Volumen V gefiillt mit Gas, das von einem gleich grofen eva-
kuierten Volumen V durch eine Wand getrennt ist. -> Trennwand
wird entfernt.

¢=0=w; E, =E; (1.1.26)

b) statt schnellem Entfernen einer Trennwand wird ein Kolben qua-
sistatisch verschoben

1.
w=p-AV ;q=0

(AV klein sonst p(V)!)
w=0;q=p-AV
= AE=0

Daher Endzustand gleich, aber:



1.2 2. HS der Thermodynamik

Betrachte Volumen, das zur Hilfte mit Gas bzw. Vakuum gefiillt ist. Nach
Offnung der Schleuse verteilt sich das Gas gleich auf das ganze Volumen.
Der umgekehrte Prozess ist nach Newton theoretisch moglich, aber praktisch
nicht zu beobachten.

Grund: viel mehr Mikrozustédnde, die zu Gleichverteilung fithren. (Wichtige
Annahme: Jeder zugéngliche Mikrozustand ist gleich wahrscheinlich)

* Grundlegendes Postulat: Ein isoliertes System im GG ist gleich-
wahrscheinlich in jedem seiner zugénglichen Mikrozustanden
Polstulat: kann nicht bewiesen werden

* isoliert: E konstant
Mikrozustand: Positionen und Impulse aller Molekiile

Makrozustand: wenige Parameter (zB. p, V., T')
hier: Anzahl links oder rechts

2. HS: Ein isoliertes System mit sehr vielen Teilchen entwickelt sich (mit
grofser Wahrscheinlichkeit) zum Makrozustand mit grofter Multiplizi-
tat (und bleibt dort).

Definition:

Multiplizitat o Anzahl der Mikrozustinde
eines Makrozustands zum selben Makrozustand

Bsp.: Analogie: N Bille (A,B,C,D,...) auf 2 Tépfe verteilt.

Makrozustand | Mikrozustand | Multiplizitat
links | rechts links rechts
4 0 A B,C.D - 1
B,C,D A
A,CD B
N=4 3 1 ABD o 4
AB,C D
2 2 6
1 3
0 4 1
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Makrozustand Multiplizitat

6-0 1
o-1 6
4-2 15
N=6 3-3 20
2-4 15
1-5 6
0-6 1

Allgemeines N; Anzahl links: N,
Multiplizitdat von Makrozustianden mit N ; Binomialkoeffizienten:

NY N!
Nr) NN — Np)!

Gesamtzahl der Zustiande: 2%; Wahrscheinlichkeit fiir Ny:

Wx(NL) = (]JGD

=N

Definiton: Mittelwert:

N
< Np >= Z NWy(Np)

Np=0

mittlere quadratische Schwankung:

ANp = /< (Np— < Np >)? >

dann folgt: < Ny >= % und relative Schwankung:

AN, 1 Nowe
<N,> /N

Nebenbemerkung: Ideales Gas

Voraussetzung GG und isoliert
SN pi _
i=12m ~

= alle Impulszusténde mit )

(1.2.1)

(1.2.2)

(1.2.3)

(1.2.4)

(1.2.5)

E sind gleich wahrscheinlich.

Notwendig: Teilchen kénnen Impuls austauschen d.h. Wechselwirkungs-
potential zwischen Molekiilen trigt nicht zu E; bei, aber muss ange-

nommen werden — Impulsaustausch
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1.2.1 Zusammenhang von Multiplizitit und Warmezufuhr
Betrachte beheitztes Volumen das noch oben durch Kolben abgeschlossen ist.

* AV <<V

* langsame Ausdehnung

Multiplizitdt = Positionen und Geschwindigkeiten der Teilchen

zunéchst T = const (d.h. beim idealen Gas auch, daf die mittleren Ge-
schwindigkeiten der Teilchen konstant sind und sich daher der Beitrag der
Geschwindigkeiten zur Multiplizitét nicht &ndert)

AE =0=q—pAV

= q = pAV (1.2.6)

mogliche Positionen ~ Volumen
bei N Molekiilen:

finale Multiplizitdat ~ (V + AV)Y AVAY
anfingliche Multiplizitdt VN

N _ _nN N
1.2.6 q p=y kT < q )
< + pV) + NkT

finale Multiplizitat AV <<t q q
— —— N (14 L)~ oL
anfangliche Multiplizitat kT

NET

Definiton: Entropie

S = k - In(Multiplizitét) (1.2.7)
q
= AS == 1.2.
S T (1.2.8)

schnelle Ausdehnung (z. B.: Entfernen einer Trennwand) eines idealen Gases
und ¢ =0
AE=0 — AT =0

Selber Endzustand wie beim quasistatische Prozefs
— AS >0 aber g =0

Zusammen:

AS > (1.2.9)

Nl

(,= fiir quasistatische Prozesse)
Jetzt: AT # 0, klassisches atomares ideales Gas. Wie hangt Multiplizitdt von

12



T ab?
Multiplizitéat ~ verschiedene mogliche Werte fiir die Impulse der N Teilchen,
unter der Bedingung:

3N 2 3N
E = L = 9mE = 2 1.2.10
;Qm m z;p ( )

3N — 1 dimensionale Sphére vom Radius v2mFE
3N—-1

Multiplizitdat ~ Oberfliche ~ E~ 2
Fiir atomares Gas:

E= gNkT ~T
—>S:k-1n< N)
~k-In (const VNETN> (1.2.11)
—k-In (const VT ) (1.2.12)

Die von N abhéngige Konstante (const bzw. const) wird spéter berechnet.

Nebenbemerkung: Multiplizitit ~ VN E 2~ zugangliches Phasenraum-
volumen

Jetzt: Betrachte Prozess mit AT # 0 aber AV = 0, quasistatisch und
AT <<T
z.B. durch ¢ # 0

3
S=kNInV + ENk InT + const (1.2.13)
3 1
= AS=_-Nk — AT
2 T
~—
d/orInT
1
p=spNKT 1\ s av=o ¢ (1.2.14)
T T

Bisher Kontext ideales Gas
Jetzt: AS > 7 gilt allgemein

Benutze: 2.HS « gilt fiir isolierte Systeme
= Betrachte interessierendes System ,IS“ zusammen mit Warmereser-
voir: insgesamt isoliert. Man betrachte ein nach aufsen isoliertes System,

13



gefiillt mit Helium als ideales Gas. In diesem System sei ein weiteres
nicht isoliertes System, IS genannt; langsamer Warmeaustausch zwi-

schen IS und Helium moglich.

2. HS = bei jedem Prozess in IS gilt im neuen GG Zustand:
AS Entropie:additiv AS[S + ASHe Z 0

Annahme:

1. nur langsamer Warmeaustausch
2. AT << T fiir Helium (grofte Menge)

= ASHB = —g

T
(q Warmemenge, die in IS hineinfliefit)
in Gleichung 1.2.15:

ASig——2>0

Nl

q
= ASISE?

14

,, =" nur fiir reversible Prozesse

reversibel

& ASges =0
& (a) quasistatisch
(b) keine Reibung

Bemerkungen:

1. T ist Temperatur des Heliums

2. ASs kann negativ sein

Endlicher Fall

Endzustand
q
AS = 4
T

Anfangszustand

z.B.: falls sich T &ndert (von T; zu Ty):

Ty
_ (e
AS = /TdT

T;

14
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1.2.2 Beispiel: Schmelzendes Eis

Um welchen Faktor dndert sich die Multiplizitdt beim Schmelzen eines Eis-
wiirfels von 18cm? bei 0 °C.

langsames Schmelzen Q
AS = =

T
<3,34- 1O5é> (18 - 10 3kg)
- 273K
J
22—
K
Mult. fliissig
AS=kIn| ——=
n( Mult. fest )
= (Mult. fliissig) = e (Mult. fest)
J
k=1,38-10758=
’ K
= e m 6107 o 10510%

1.2.3 Bemerkungen zur Entropie

1. Multiplizitiit ~ Phasenraumvolumen ~ VNE’2
Phasenraum kontinuierlich
Warum Multipl. endlich?
Erklarung: Heisenbergsche Unschéarferelation Ax - Ap > g
= jeder Mikrozustand nimmt in Phasenraum Volumen = (h)3" ein.

2. Entropiemaximierung

(a) ,,S ist nur im GG definiert”
(b) ,,S ist maximal im GG*

Widerspruch? Nein, S auch definiert fiir Systeme im lokalen GG

Sys A = [Ba [ Bp | < Sys B

AQ geht iiber von Sys B nach Sys A: quasistatischer Warmeaustausch
(Gesamtsystem sei isoliert, d.h. E4 + Fp = E ist konstant)

— A B durchlaufen Folge von GG-Zustinden
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— Sa(E4), Sp(Ep) definiert (ebenso T4, Tp)

— S(FE4) = Sa(Es) + Sp(E — E4) definiert nicht nur im globalen
GG (d.h. T4y = T), aber maximal im globalen GG (2.HS)

NB: spater % = @Tg)v

S(E4) maximal

0 (), (02, ()., 2)
0E+), \0E.),, \0Egp), \0E,
=1

—Ty=1Tg

3. Entropie und Unordnung

Vollkommene Ordnung < eindeutige Korrelation zwischen Zustanden
einzelner Teilchen
= nur 1 Mikrozustand
=2S=k-In1=0

S >> 1 < sehr viele Mikrozustéande
& geringe Korrelation zwischen Teilchen

& grosse Unordnung

4. Entropie und Richtung der Zeit
Grundgleichungen der Mechanik, QM, E-Dynamik sind zeitumkehrin-
variant.
2. HS — Zeitrichtung, denn % > 0 fiir ein isoliertes System.

1.3 Kreisprozesse
1.3.1 Carnot-Prozess

1 — 2: isotherme Expansion, T' = Ty (= Theiss)

2
pwénvz/fme>o (1.3.1)
1

= Wirmezufuhr (Qg = Qneiss), notig fiir 7' = const
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] ‘4
Te

Abbildung 1: Carnot-Prozess im (p, V)-Diagramm.

2 — 3: adiabatische Expansion, ¢ = 0
p~ VT y>1 (1.3.2)
und AT <0

3 — 4: isotherme Kompression
W <0 (1.3.3)

= Wirmeabfuhr (Qx = Qi)

4 — 1: adiabatische Kompression

(i) Alle Schritte quasistatisch

(ii) Riickkehr zum Ausgangszustand des Gases
(gilt nicht notwendigerweise fir Umgebung)

(i) Art des Gases irrelevant

1. Gesamte geleistete Arbeit (pro Zyklus)

Wes = / p(V)dV (1.3.4)

Kreisprozess

= Flacheninhalt, der vom Polygon eingeschlossen wird

= Wees > 0 (aber Gas kehrt zum selben Zustand zuriick = W keine
Zustandsgrofe)

17



2. Gesamte Entropiednderung?

SChI’ltt ASG&S ASheisses Reservoir A‘S'kaltes Reservoir
Q Q
1—2 T — T -
2—3 0 - -
Q Q
3—d | -3¢ - Tic
4 =1 0 - -

= ASges = ASGas + ASheisses Reservoir + ASkal‘ces Reservoir — 0 (135>

Aber auch ASg.s = 0 (fiir gesamten Zyklus), denn Endzustand = Anfangs-
zustand

Qr Qu
T~ T, (1.3.6)
Definition:
Gesamtarbeit W,
Wirk d= = _E= 1.3.7
freungsgra Warmezufuhr bei Tg Qu ( )
Energieerhaltung = Wyes + Qx = Qu (1.3.8)
Qn — Qk Qx Tk
= Noarmot = ——— =1——=1——<1 1.3.9
M[Carnet Qn Qn Ty ( )
fur Tk >0
T
Ncarnot = 1— ﬁ (1310)

Frage: Gegeben zwei Warmereservoirs bei Ty und Tx. Was ist der maxi-
male Wirkungsgrad einer Warmekraftmaschine, die thermodynamisch
moglich ist?

Wiérmekraftmaschine:
e zyklisch
e absorbiert Energie durch Warmeaufnahme in einem Teil des Zykels
e verliert Energie duch Abkiihlen in einem anderen Teil
e leistet positive Arbeit

(Nebenbemerkung: Arbeitssubstanz muss kein Gas sein)

18
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Abbildung 2: Beliebiger Kreisprozess (links) und Carnot-Prozess (rechts) im
(T, S)-Diagramm.

Zunichst: Carnot-Prozess reversibel, d.h. ASye = 0
= kann rickwérts ablaufen
(Aber: Arbeit, die in Vorwértsrichtung gewonnen wurde, muss vollstan-
dig wieder aufgewendet werden.)

Reibung: Notige Arbeit riickwérts > gewonnene Arbeit vorwéarts
= nicht reversibel

Behauptung: Eine reversible Warmekraftmaschine hat maximalen Wir-
kungsgrad

Betrachte dazu einen beliebigen Kreisprozess im (7, S)-Diagramm, s. linke
Seite in fig. 2. Der dargestellte Prozess arbeitet zwischen der Minimaltem-
peratur 77 und der Maximaltemperatur 75. Als Beispiel ist auf der rechten
Seite der Carnot Prozess dargstellt.

Energieerhaltung;:

w = Q

gesamte von Arbeitssubstanz geleistete Arbeit gesamte von Substanz aufgenommene Wirme

QZj{q= / q+/q (1.3.11)
Abschnitte des Kreisprozesses mit ¢>0 q<0
= 0+ QL =W (1.3.12)
~N~ =~
>0 <0
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v o %Y
Abbildung 3: Otto-Zyklus

Wir wissen ASgas > % , Kreisprozess = ASES —

T1<T<T2
0> j{ / / 4q @ L@
Ty

q>0 q<0
Q:— Ty
T
:>?7:Q1+Q2: Q1<1__1 NCarmot
Q2 Qz 15

mit TK = T1 und TH = TQ

(1.3.13)

(1.3.14)

(1.3.15)

, = < Warmeaustausch nur bei Maximaltemperaturen 77,75 und Prozess

reversibel (2. und 1. ,,>*“ in GIl. 1.3.13)

Also: Maximaler Wirkungsgrad einer Warmekraftmaschine mit Reservoiren

bei Ty, Tk:
Ty — Tk

nm ax TH

Bemerkung: T = 0 praktisch nicht erreichbar — 7. <

— ,,Unmoglichkeit eines perpetum mobile 2. Art

Anwendung: Kraftwerk (Atomkraftwerk):
Ty =~ 530K, Tk ~ 285K ; Nmax ~ 0,46
tatséchlicher Wirkungsgrad ~ 1/3
(Kohlekraftwerk dhnlich)

1.3.2 Der Otto-Zyklus

Arbeitssubstanz ist ein ideales Gas

1 — 2: adiabatisch, langsam

20
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2 — 3: schnelles Abkiihlen durch Kontakt mit Reservoir bei Tk < T5
3 — 4: adiabatisch, langsam
4 — 1: schnelles Erwarmen durch Kontakt mit Reservoir bei Tx
schneller Prozess — Erwartung:
1. nicht reversibel (& ASges > 0)

2. 1 < TCarnot

ideales Gas mit Cy = const und C, = const

AS =?
Wir brauchen: 1), Ty, Qn, Qx

Adiabatengleichung:

pV7 = const < TV~ = const
TVt =TVt

AN
Ty =Ty (—) (1.3.17)
Vs

ebenso:

Vi
I, Th
— T~ T, (1.3.18)
Qu = Cv(Ty —Ty) (1.3.19)
Qx = Cy(Ty = Tk) (1.3.20)

Jetzt: ASg =7
1 — 2: langsam + adiabatisch: AS = £ =0
2 — 3: schneller Prozess

aber: S ist eine Zustandsgrofse — schneller Prozess kann durch idealisierten
quasistatischen Prozess ersetzt werden.
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idealisierter Prozess: Ersetze kaltes Resevoir durch eine Folge von Rese-

voiren mit 75 2 TRes1 2 TRes2 -2 Tk
— Im n-ten Schritt: ASges = 9/ Tqeon
(ges) T2
ASs = —dT =—Cy-ln <0 (1.3.21)
Tk
und 0 Co(Ty — T)
ASpaltes Res = XK _ZV\i27 CK) 1.3.92
e e = 10 = (13.22)
Beachte:
— Tk
_ASGaS _dT < _dT CV - ASkaultes Res
K
— ASGaS + ASkaltes Res > 0 (1.3.23)
3 — 4: langsam +adiabatisch — AS =0
4 — 1:
ASGaLs /_dT OV In < ) /_dT - - _ASheisses Res
— AS(}aus + ASheisses Res -~ 0 (1324)
Also: ASges >0
Check:
ASgas = 07 (1.3.25)
T T:
AScas = Cy - In ( H) —Cy-In ( 2) 15 (1.3.26)
Ty Ty
Wirkungsgrad:
W= QH - QK
— T, —T
_>77:QH QK_l_%_l_ 2K
QH QH TH — T4
L TkBl-Tnags, Te T T
TH TK 1-— T4/TH TH TK TH
>1
= TNCarnot (1327)
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2 Kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung und
Zustandssummen

2.1 Quantenmechanik

zunéchst 1-Teilchen:
Zustand < Wellenfunktion W(7,t) € C

1= /d?’r W (7, )| (2.1.1)
——
‘Wahrscheinlichkeitsdichte

erfiillt Schrodingergleichung:

ih%\l/(ﬁ t) = HU(7 1) (2.1.2)
z. B. Teilchen im Potential V (7)
2

-k
H= A+ V() (2.1.3)

2
pe iy, B = S+ V() Ar= (9 +3] + )
m
Physikalische Operatoren <+ Operatoren mit reellen Eigenwerten
AU(F t) = aW(7 t), a e R (2.1.4)

A enthilt nur Ableitungen 0,, 0,, 0, bzw. Funktionen von z, y, z, aber nicht
von 0

2.B:A=H mogliche Eigenwerte reell

Wichtige Klasse von Zustéinden: Energieeigenzustinde HU(7,t) = eU(F,1)
beschreibt Teilchen mit Energie

Vergleich mit Schrodingergleichung:

U (7, ) = (e i (2.1.5)

Wahrscheinlichkeitsdichte |¥(7,¢)|> = |o(7)|* zeitunabhingig
Ebenso Erwartungswerte von Observablen:

cAds-— / & o (7, ) Av (. 1)
= /d3r cp*(F)e%ate_%atflgp(F)

= / dr o* (7) Ap(7) (2.1.6)
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Bsp.: freies Teilchen in einem Kasten mit Seitenldnge L

Energieeigenfunktion:
(= R 2 2\ ()
Hp(7) = —5 (82 + 82 + 2)p(7) £ 2l (2.1.7)

gilt innerhalb des Kastens und

o(7) = 0 (2.1.8)

aullerhalb.

Verwende Stetigkeit der Wellenfunktion:

— () =0 fiir z,y,z = 0 oder L (2.1.9)
Losungen:
Prgnym. = const - sin (nx[irx> sin <ny£ry> sin (nzgrz> (2.1.10)
[ &Er|p(F)? =1 — const = +/8/%; ng,ny,n, €N
mit Energie
i 2 2
Engny,n, — % ek (na: + Ty, + TLZ) (2111)
3
L

— Diskrete Energieeigenwerte (direkte Folge von endlichem Volumen)

Bemerkung:

2

€= 2]9_m — P = h% diskret. p,, p. analog (2.1.12)

Eigenfunktion durch Quantenzahlen (p,, p,,p,) bestimmt.

Bisher: Spin-0 Teilchen, Beispiel eines Teilchens mit ganzzahligem Spin:
Bosonen z.B. Photon, *He-Atome.
Halbzahliger Spin (z.B. Spin !/2 ): Fermionen z.B. Elektron, Proton,
Neutron, *He-Atome

Generell: Spinzustand eines Teilchens mit Spin S durch Spinkomponente
S, in z-Richtung (z. B.) bestimmt
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= Energie-Eigenfunktion aus Bsp — ¢,
mit a = {pxupyap27 Sz}a S, € {_57 —s+1,..., S}

Unterscheidung wichtig fiir Systeme mit mehreren Teilchen
N-Teilchen-Zustand <> Wellenfunktion W(7, ..., 7y, 1)

Schrodingergleichung:
0 N
ihalll(f’l,...,FN,t) = HU(r,...,TN,t) (2.1.13)
z. B.: N nicht wechselwirkende Teilchen
N R 72
; mi 5 Ar V() (2.1.14)
Energieeigenzustande:
Ho(Fy, ..., 7y) = Bo(7i, ..., 7x) (2.1.15)

= Relevant fiir Thermodynamik:

1. Mikrozustinde bestimmter Energie

2. Observablen zeitunabhéngig

Energieeigenzusténde konnen aus Einteilchen-Energieeigenzustande ¢, (7) auf-
gebaut werden.

Bsp.: N=2 zwei identische Teilchen (identisch: selbe Masse, Spin, Ladung),
haben Impulse p,, p, und Spinkomponenten 52, S?

©a(71) @p(72) und @u(7)pa(Ts) sind Energieeigenzustande

~——

(7,5}
7. B.:

[:[9%(771)%(772) = (ill + ﬁz)@a(ql)%(qz)
= (€a + &)0a(T1)n (72 (2.1.16)

Aber: Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen (Unmoglichkeit zu sagen,
welches Teilchen Eigenschaften {7,, 5™} und welches {7,, 5"} hat)

= 2-Teilchen-Wellenfunktion:

0+ (7, 72) = @a(71)@p(72) T 0al(T2)pp(71) (2.1.17)

,,+ flir Bosonen und ,,—* fiir Fermionen
Zusammenfassung QM:
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1. Energieeigenzustédnde: Mikroskopische Beschreibung von Makrozustand
fester Energie

2. Endliches Volumen — diskrete Energieeigenwerte
3. Quantenzahl Spin

4. Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen
= 2 Teilchenwellenfunktion

0+ (7,72) = ©a(T1) ©u(72) £0p(71)pa(72) (2.1.18)
S—— Y~
{(FarSSY (7,50}

»+* Bosonen (symmetrisch 1 < 2)
»—" Fermionen (antisymmetrisch 1 <> 2)

Gilt:
< 121 > = /dSTldSTQQO*i(T_’i,’FQ)AQDi(Fl,FQ)
:/d37'1d37’2()01(FQ,Fl)A(pi<F2,F1> (2119)
Verallgemeinerung zu N-Teilchen ¢(7, ..., ) Bosonen:
O(Thy e oy Ty ey TN) = +0(T1, oo Ty, Ty TN)
(2.1.20)
Fermionen:
O (1, e Tiy e Ty ooy TN) = =@ (Th, oo Ty oo Ty oo, TN)
(2.1.21)

5. Pauliprinzip: Identische Fermionen, die sich im selben Volumen bewe-
gen, konnen nicht in allen Quantenzahlen iibereinstimmen.
zBiN=2a=b = ¢ _(r,7) =0

2.1.1 Zustandsdichte

QM im endlichen Volumen = diskrete Energieeigenwerte,
aber Abstand der Energiewerte ~ #

Summen {iber Energieeigenwerte Vpe Integrale
Bsp.: N =1, freies Spin= 0 Teilchen in Kasten der Seitenlange L
RPr? 1, 9 9
Enpnyme = 5 ﬁ(nz +ny, +n7) ;5 ng,ny,n. €N
=€q (2.1.22)
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> Alea); zB. A(e) =ce iT

{m}
J deA(e) zu einfach, Grund: e; degeniert — Multiplizitét
0
a2 1
om 173 )
— Ny =ny =n, = 1 aber 3 Zustdnde mit ¢ =
ng oder n, oder n, = 2, alle anderen = 1

Erwartung: [ deA(e)D(e)
0

Y Al = ) Alea

Zustande ¢z {ReN3}

z.B.: Nur ein Zustand mit € =

hmn

=—""1=(Ap;)n; pi +p2 +pz
()
“in Son S an s (1)

J/

8<

L o o0 +py+
1;°f dpzfdpyfdpzA(W)
0 0 0

Integrand abh.:nur von |p]2=p? l/dgp A (p_2) (2123)
m

8 2
R3
Jetzt:
2
e=L 5 p=ome — dp:w/ms’lhdg (2.1.24)
2m 2
=3 A B LT / de - £"2v/2m* A(e)
" h3m3 2
neNs 0
0o m3/2
- / AEDEAE) mit D) = Vel (2125

0

D(e) heisst Zustandsdichte: D(e)de ist Anzahl der Zustdnde mit Energie €
im Intervall [e, e + de]

Z Ae;) = /daD(e)A(a) (2.1.26)
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Verallgemeinerung zu N freien Teilchen
D(E) = const(N) - VNE* 1 (2.1.27)

Damit
S =kIn(D(E)E) (2.1.28)

dE= Unsicherheit bei Energiebestimmung (spéter mehr)
Check: 6E ~ E = S = kIn(const(N)VNE™?)

2.1.2 Definition der Temperatur

S =S(E,N,V)
Betrachte:
E4 Ep
VA7 NA VB7 NB
Energieaustausch
isoliert:
Byt = E4 + Eg = const (2.1.29)

Stot = Sa(Ea) + Sp(Ep) = Sa(Ea) + Sp(Eiot — Ea)
== St0t<EA) (2130)

2.HS = im GG S},; maximal

_ 0Swi _ 0Sa(Ea) _ 0Sp(Ep) 0Bp

= V= %8, = om, 0B OE,
ey
05y 05w
OE, OFEg
T %—% (2.1.31)
0E, OFEp o
Ebenso: im GG: Ty =1Tg
Vermutung:
<§_§7>V,N — A(T) (2.1.32)
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Wissen: AS = :% fiir reversible Prozesse
vgl. mit 2.1.32 fiir AE durch Warmeaustausch = f(T') = 1

Definition: absolute Temperatur

1 05
1 (_) (2.1.33)
T OF externe Parameter wie N,V,(B,E,...)

e intrinsische Definition

e konsistent mit 2.HS

a8 as
Angenommen <ﬁ>VA,NA > (ﬁ)VB’NB
= Gesamtsystem A 4+ B kann Entropie vergréfsern duch Energiezufuhr zu A
(Energieabnahme von B)
= Wirme flieftt von B nach A
Konsistent mit Definition von T ﬁ > i = Tg>1Ty

2.2 Kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung

Ziel: Gegeben T, berechne physikalische Eigenschaften wie Energie, Druck,
Magnetisierung, Verteilung der Molekiilgeschwindigkeiten. . .
System bei T =const?

Reservoir
T = const

System

insgesamt isoliert; const= Eio; = ERes + Esys
Resevoir beliebig grofs

Eiot & ERes bzw. Eres >> Fays (2.2.1)

System mikroskopisch beschreibbar durch Enenrgieeigenzustande ¥ ;
zur Energie Egys = F;

Frage: Was ist Wahrscheinlichkeit P(;), System im Zustand ¥; zu finden?
Wellenfunktion des Gesamtsystems (ndherungsweise):

\Ijtot - \IJ] . \Ija (222)

U, := beliebige Eigenfunktion des Reservoirs zur Energie Fi, — Ej
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Grundlegendes Postulat: Jeder Mikrozustand eines isolierten Systems ist

gleichwahrscheinlich

= P(V,) proportional zur Anzahl der Eigenzustdnde des Reservoirs

zur Energie Eio, —

P(\I/j> = const - e%SRes(Etot—Ej)

05 es
SRes(Etot - Ej) ~ SRes(Etot) + —R (_E]) +
aEReS Etot
E.
- SRes(Etot) - ?]
Ej
P(U;) = const - e #T
Bestimmung von const:
E.:
e*ITJ

P(¥) =1 = |P(¥,)) = —
Ej: D€

kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung

Bezeichnungen:

By
1. e7#: Bolzmann-Faktor,

L]
2. Z =), e w#: Zustandssumme,,

2.2.1 Beispiel: Spin-%Atom im Magnetfeld

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

In einem Kristallgitter (= Reservoir) ist ein Atom mit Spin s = % lokalisiert.

B-Feld in z-Richtung

Atom: (Spin-)Drehimpuls: S, = +2
= magn. (Dipol-)Moment p, = +

2%: = j:mB
e: Elektronenladung

me: Elektronenmasse

mp: Bohr’sches Magneton
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AT

Abbildung 4: Magnetisches Moment tendiert in Richtung von B = parama-

gnetisch

Energie eines magnetischen Moments im Magnetfeld B: E=—

Quantenmechanik: nur 2 mégliche Energien (Spin )

U, = +mp = E” =—mpg-B
~—
ﬁ,g parallel
pr = —mp = Fai—) = +mp- B

Frage: Was ist der zeitliche Mittelwert fiir p, bei festem 77

2
<z > =Y (p- im Zustand V) - P(T;)

j=1
=mpP (V) — mpP(Vanti—|)
mBB
e kT
P(U)) =
(U =—
7mBB
e~ kT
P(\I,antifﬂ) - 7
m m B
7 = eTTB —|—e’k7Tl3 = 2 cosh (mB )
em%%B — e*kaTB mpB
=< [, >=mp 7 = mptanh ( T >

Bei N(>> 1) Spin-3Atom:

mpB
<y >= Nthanh( kBT )

Erwartungswert einer einmaligen Messung
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(2.2.9)

(2.2.10)

(2.2.11)

(2.2.12)
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(2.2.14)



2.2.2 Zustandssumme

Berechnung von Erwartungswerten

1. Energie
1 By
< E >— ZEjP(‘I’j) = ZEje—ﬁ (2.2.15)
J J
Beachte: 5 B £ >
I A _ B 2.2.1
a1 P ( k:T) k12 P ( kT) (22.16)
07 E;
2 _ J
1 07 OlnZ
E>= —kT*— = kT* 2.2.17
A7y ar (2.2.17)
= E von Thermodynamik
2. Druck

System im Zustand ¥; - Eigenzustand zur Energie E;, E; = E;(V)
AV adiabatisch

= System leistet Arbeit p(V;)AV
= verliert Energie %AV

Energieerhaltung;:
OF;
p(V;)AV + a—vjAV =0 (2.2.18)
OFE;
p(¥y) = =55
By
e kT
<p>=)Y_p(¥)) ~
] OF; e+
j € KT
= - 2.2.1
- ov Z ( 2
Aber:
OFE; Ej\ 0 E;
— 5y P <_k_T) = kTW exp (_k’_T) (2.2.20)
0 . :
= |<p>= kTW InZ| = p in Thermodynamik (2.2.21)
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Abbildung 5: grobe Darstellung der Funktionen der Energieschwankung

3. Magnetisierung
siehe Bsp. 2.2.1

mBB
Z = 2cosh
COS ( LT )

mpB
<,uz>:m3tanh< ];} )

olnZz

= kT
0B

2.2.3 Energieschwankung

Bisher
S =kIn(D(E)JFE)

In statistischer Physik bei festem T

S =kIn(D(< E>) JE,)

hangt von <E> und N ab

[dE Ee %t D(E)
<E>=Y EP(¥;) ="

J

Z

Nun: e~ #7: sehr schnell abnehmend als Funktion von E
D(E): sehr schnell wachsend (z.B. ~ E2 1 N >> 1)
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Definiere 6 E iiber
7 = /dEekETD(E)

= §E e it D(E)
N ——

Breite Hohe E=FEjcax~=<E>

= §Ee % D(< E >) (2.2.24)
< E>
InZ =— +In(0ED(< E >)) (2.2.25)
<E>

= S=kIn(6ED(< E >)) = +klnZ =S (2.2.26)

2.2.4 1Ideales Gas, semiklassisch

wsemiklassisch®: Quanteneffekte werden teilweise beriicksichtigt (z. B. Un-
unterscheidbarkeit)

Zustandssumme: 5
Z = — 2.2.27
Sew (-2) (22.27)
Ej: Energie des N-Teilchen Zustands

Zunachst Annahme: Teilchen unterscheidbare Bosonen
E; =¢e,(1)+e5(2) + ... (2.2.28)
——
Energie von Molekiil 1

Benutze
et = P (2.2.29)

a(1) ep(2)
= 4= E e~ T LeT R .

Zust \I/j
= (Ze_sig})> (Z 6—52¥)> .
W, Uy
= ()N (2.2.30)

. ga( . .
mit 7, =), e~“# Einteilchen-Zustandssumme

34



Aber: identische Teilchen ununterscheidbar

D.h.: £,(1) +&5(2) + ... und €,(2) + (1) + ... quantenmechanisch unun-

terscheidbar = nur 1 Zustand
= missen durch Anzahl der Permutationen der N Teilchen teilen: N!

_ ()"
Z = N (2.2.31)
Bemerkungen:
1. Gleichung 2.2.31 nur Approximation (,semiklassisch )
2. nur Zustande N!-fach zu oft gezahlt, fiir die alle Einteilchenzustédnde
verschieden sind, d.h. a #b#c# ...
z.B.N=2 E=¢,+¢,;a#b:
€all) + &5(2
(1) +eu(2) = 2! klassische Zusténde (2.2.32)
£a(2) + &(1)
E =2¢,: €4(1) 4+ €4(2) nur 1 klassischer Zustand
3. fiir Fermionen kommt £,(1) +€,(2) + ... quantenmechanisch gar nicht
vor (aber enthalten in Gl. 2.2.31)
4. GIl. 2.2.31 gute Néherung fiir nicht zu tiefe Temperaturen und nicht zu

hohe Dichten

Jetzt (fiir Spin 0):

h3
eoTade 27(2m)} r
e F(hzzn)—z V(k‘T)% -2/e_$2x2dx
<
W
2rmkT)?
_ (2mmkT)z . (2.2.33)

h3
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Definiere ,thermische de Broglie-Wellenldnge “:

h
Ay = 2.9.34
e ormkT ( )

Anlehnung an quantenmechanische de Broglie-Wellenldnge A = %

Erinnerung: kinetische Gastheorie %m <v? >= %kT

= < p>=mV<v?>=V3mkT =~ V2rmkT (2.2.35)

(5)

3
th
N!

Damit: 7, = TZ— und Z =
th
Bemerkung: 7 ,semiklassisch

1. hangt explizit von h ab

2. % Ununterscheidbarkeit

3
= InZ=NInV + ENlnT +  const (2.2.36)

unab. von V,T

: _ olnZz __
(a) Energic < B >= kT?%0Z = SNET

(b) Druck < p >= kT%22 = JkT

(c) Entropie
< k> 3 1 /v
- kinZ =k | SN+ | = [ —
=< e o5 (1))
1 (ver\ Y
=kln|— 2.2.
(N!(A)) (2237

Bemerkungen:

1. A}: Mak fiir typische Ausdehnung eines Wellenpakets
= %: Abschétzung fiir Anzahl der Moglichkeiten, ein Molekiil in V
zZu plztitzieren
Exponent N: Multiplizitat multiplikativ
+7¢ Ununterscheidbarkeit
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2. Stirling’s Formel

N
In(N) "Z'N mWN-N=N In (-) (2.2.38)

(&

v

= S=kN In (@e) (2.2.39)
A

%: Teilchendichte

NV|[NV 2N, 2V
T T T

Verdopplung des Systems
= T,% const = intensiv
S — 2S5 extensiv

% notwendig, damit S extensiv

2.2.5 Klassischer Grenzfall

Klassische Physik gut bei nicht zu kleinen T und hohen %
Klassisches Analogon zu Wahrscheinlichkeitsverteilung (WV)
Im Folgenden N =1

QM: ¥, Energieeigenzustand gute Beschreibung der Mikrophysik

ca freies Teilchen 2 kT 3
5= Yt o e Q7D

D(e)de: Anzahl der Zusténde in [e — £ & + &]
Wahrscheinlichkeit fiir Energie € [¢ — %, €+ %]:

deP(c) = deD(e) S Z" (2.2.41)
1
klassisch:
Mikrozustand <+ Punkt im Phasenraum
< charakterisiert durch (z,vy, 2, pz, py, D2)
(semi-)klassisches Analogon zur Zustandssumme (freies Teilchen)
P2/2m
Zsemiklassisch :/ d?’x dng e kT (2242)
—_———

Anzahl Zust. in d3z d3p
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D bestimmt durch Unscharferelation

Az - Ap, > % (2.2.43)

d.h. Erwartung: D ~ -
genauer Proportlonahtatsfaktor durch

|
Zl = Zsemiklassisch

= DV/d3pexp( 2m/kT>

Integrand nur:abh. von |pl=p DVianr / dp p2 exp <*§i/kT>

p=VamiTa DVin( 2ka /da ae
0
T
= DV (2rmkT)"?
L (%mh—’ZT)%v =7 (2.2.44)
= D=7 dh

A3z d3p
73

Anzahl Zustinde in d*z d®p ist (2.2.45)

Bsp.: Verdiinntes Gas (d.h. ideales Gas)
Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Molekiil in d®z um # und d3p um p zu
finden:

P(Z,p) d*z d®p (2.2.46)

P(Z, p): Wahrscheinlichkeitsdichte
Analogie zur Quantenmechanik:

e—s/kT

P(e)de = Z D(e)de (2.2.47)

—— o fe_de o4 de
Wkeit fiir Zust. der Energie ¢ Anzahl d. Zust. in =55 e+ 7]

e—s(f»ﬁ)/kT d3z d3p

= P(Z,p) &’z &’p = 2.2.48
(x, ]5) v b Zsemiklassisch h3 ( )

dBr d®p s
Zsemiklassisch = /Tpe @D/ (2249)
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e(Z, p): kinetische + potentielle Energie

TV
Bsp. Gas im Schwerefeld
Bemerkungen:

1. h fallt aus Gleichung 2.2.48 raus = hat klassische Interpretation
2. Spezialfall: € = %
6_%”@’1—‘

P, ) &z dPp = ——
(#.7) b V(27rka)%

d*z d®p (2.2.50)

3. Man héatte Gleichung 2.2.48 in 2 Schritten bestimmen konnen.
(a) P(Z,p) d®z d®p = Ce=" TP/ d3x d3p
(b) [P(#p) &Pz dp=1 = C

Vorsicht bei Analogon von d®z d3p in nicht-kartesischen Koordinaten:

z.B.: d3x = r?sin 0drdfdy

Neue Wahrscheinlichkeitsverteilung durch:

1. Reduktion: Integration iiber nicht-interessierende Variablen

P(p) d&®p = / P(Z,p) d®x d®p

Volumen
exp (*%/kT)
B — 2.2.51
(27kmT)*> ( )
2. Transformation: Variablenwechsel
p—U
P =muv
= d°p = dp,dp,dp, = m*d*v (2.2.52)
F@) B = P& "2 Pp)ymidPu (2.2.53)

f(v) Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Geschwindigkeit (f aus historischen Griin-
den)

N —3muv?
— f(v)d?’v:(m) exp( ?{:T )d?’v (2.2.54)
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Abbildung 6: Geschwindigkeitsverteilung

Dies ist die Mazwell’sche Geschwindigkeitsverteilung. Die Funktion f(¢)) héngt
nur von [v] = v ab.
Reduktion = Wahrscheinlichkeitsverteilung, dass Molekiil-Geschwindigkeit

in [v,v + dv] hat:
/ f()d*v

Winkel

m % __m/U 2
= <m> exp ( T )47w dv , (2.2.55)

wobei der Faktor 4rv?dv das Volumen der Schale im ¥ — Raum angibt, s. den
linken Teil der fig. 6.
2

Alternativ: f(v)dv = Cexp (%mv ) v?dv

f(v) héingt von m, T nur iiber KL ab

[\/%}z%; [HZ%Z@—}?

= charakteristische Geschwindigkeit ~ 1/%

1. Wahrscheinlichste Geschwindigkeit.: v, = Vpeak
 df(v) \/5(771)3[( mv) } —smuv?
= 2
0=~ KT vk svpexp \
kT kT
= v, = \ﬂ/ ~ 1. 4\/ (2.2.56)

2. Mittlere Geschwindigkeit:

o0

~ fdaeaa
<v>—/dvvf(v)— \/7\/kT~16\/kT 2.2.57)

0
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3. Quadratischer Mittelwert:

o0 ~ Tdae*D‘Qa‘l:%ﬁ kT
<v?>= /dv v f(v)” = 3— (2.2.58)
m
0
1 3
= 5m <v? >= —k‘T (vgl. kin. Gastheorie) (2.2.59)

mT mT
= Ugm = V< 02> =13 ~ 1.7 (2.2.60)

Bsp.: Stickstoff No bei T' = 293K vy ~ 5112 ~ 3402 (Schallgeschwindig-
keit)

Unterschied:

< v >: Einteilcheneigenschaft — starke Schwankung
< E >: Makroskopische Eigenschaft (thermodynamische Zustandsgro-
fse)
Generell: Fluktuation makroskop. Groke A

dA 1
<A> /N

(2.2.61)

2.2.6 Gleichverteilungssatz

Kinetische Energie:

1<p325>71<p321>71<p§>71kT

2 m 2 m 2 m 2

Grund: kinetische Energie quadratisch im Impuls

P2+ s+ 2

Ein:
k 2m

Allgemeiner: Gleichverteilungssatz

1. Voraussetzung: System kann durch klassische kanonische Wahr-
scheinlichkeitsverteilung beschrieben werden.
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2. E = aa? + FRes mit
a: positive Konstante
a: eine Phasenraumvariable, z. B. p,, p,, p., z,y, 2
a €] — 00, 00[ oder | — 00, 0] oder [0, 00|
FERest: unabhéangig von «
Dann gilt, unabhéngig von a und FRregt

<aa® >= %kT (2.2.62)

Bewezs.

» _ Vora J da d(andere) aa2e=F/T

< >
e [ da d(andere) e="/+7
Vor.2 [ do aa2e=" kT . [ d(andere) e~ PRest/kT
N fda e—oo /it . fd(andere) e~ PRest/kT

T

1
= kT
[dg e 2

D=

denn

/dq et — ﬁ

0

und Integrand hingt nur von ¢? ab

1 oo
=3 / dg f (qQ)
O
Bemerkung zu Annahme 1: Bsp. harmonischer Oszillator
2
p Lo,
=— 4+ 2.2.

e=5 - + 5hT (2.2.63)



Modell fiir Vibration eines 2-atomigen Molekiils, z.B. N,
p=m-1;m= % reduzierte Masse

x: Auslenkung aus Ruhelage

. lli$2 . .
Annahme: T so klein, dass exp (— N ) ~ 0 aufer fiir x so klein, dass %mﬁ

aus (2.2.63) eine gute Ndherung an das tatséchliche Potential darstellt
= z kann bei Berechnung von < € > {iber | — 0o; oo] integriert werden.

K .2 %sz
1 fdx Lx° exp < )
< —ka?>=— AN (2.2.64)
2 [ dz exp (2:; )
Gleichverteilungssatz:
2
p Lo, 1
ass— \ & - =2.-=-kT =kT 2.2.
< € >Kn <2m>+<2/ﬂt > 5 ( 65)
Quantenmechanik (spéter):
1 h
<edqu=chy+ — o 2= [ (2.2.66)
2 exp (ﬁ) -1 m
L kT << hv: % >>1
hv L hv
- ~hrvexp| ——
exp (Z—:’;) —1 P kT
1
= < € >qu~ éhV (2267)
2. kT>>hV:£—;<<1
h h
hi/ ~ hf = kT
ewp(k—T)—l 1+47—1
1
= <€ >qu~ §hV + kT ~ kT =< £ >1qass (2.2.68)
Bsp.: Ny bei T ~ 293K, v ~ 7 - 10*Hz
= " ~ L = tiefe Termperatur. Beachte fiir /2 << 1
d<e> | kklassisch
dr — JoQM
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Abbildung 7: Thermische Energie eines harmonischen Oszillators, quanten-
mechanisch und klassisch.

2.2.7 Warmekapazitat zweiatomiger Molekiile

ideales Gas, z.B. Ny

innere Energie des Gases = ) innere Energien der Molekiile

Einzelnes Molekiil (hat 3 Translationsfreiheitsgrade, 1 Vibrationsfreiheits-
grad und 2 Rotationsfreiheitsgrade):

1. Translationsenergie des Schwerpunkts:

< Eirans > Gleichvert:eilungssatz 3 % %]{}T (2269)
LTV 4 (p2 4 ()2
Cuans = 377 | (P9)" + ()" + ()] (2.2.70)

m=my, ; M =2m ; p® Schwerpunktsimpuls

2. Vibrationen
Zimmertemperatur ist niedrig, s. Bsp. oben, d.h. Vibration mufs quan-
tenmechanisch beschrieben werden

Zimmertemp

<Euip > 0~ hv (2.2.71)

1
2

3. Rotation: Orientierung der Achse (2 Winkel 9, ¢)

1
< Epop > = ﬁ(pfg + 1) (2.2.72)
Py = 19
Py = Isin?d ¢

I: Tragheitsmoment
einzelner Massepunkt: I = mr?
hier: I = 2m (3)2, wobei d der Abstand der beiden Stickstoffatome
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Abbildung 8: Achsenorientierung

voneinander ist

Rotation klassisch beschreibbar bei Zimmertemperatur (experimentel-
ler Befund)

Gleichverteilungssatz:

1
< Epot >= 2- §I€T = kT (2273)

Gesamt:
3 1
<FE>= N(ékT—i- §hu+kT)

1
= gNkT + 5 Nhy (2.2.74)

O0<E> 5
=——"=-N
oT 2 K

&_CV—FN/{Z_Z
cCy Oy 5

Cv

=14

5
einatomigem Gas: v = 3= 1.67
vgl. mit
~ 1.29 ; da < Ey;, >= NEkT

~| ©

klassischem 2-atomigen Gas: 7 =

2.3 Anwendung: Photonen und Phononen

Phononen: Quanten von Gitterschwingungen

Auslenkung aus Ruhelage

Dichteschwankungen = Schallwellen in Festkorper

Photonengas in Hohlraum mit Metallwidnden und Phononengas in Kristall:
Wellenphénomene

Amplituden der Wellen bestimmter Frequenz v = Anzahl der Photonen/Phononen
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Abbildung 9: Temperaturabhéngigkeit von Cy,

der Frequenz v

wichtig: Anzahl nicht erhalten
= Summe tber alle Zustinde involviert Summe tiber Anzahl

hier: indirekter Zugang

allgemeine Eigenschaften:

1. Endliche Ausdehnung des Hohlraumresonators/Kristalls
= EM-Wellen/Gitterschwingungen sind stehende Wellen (Moden) mit
diskreten Frequenzen

2. Quantisierte Energie
<Energie in Welle

mit Frequenz v

) — () + %hu (2.3.1)

Nullpunktsenergie

n(v)=0,1,2,...
<n(v) >=?
Fir festes v:
<e>=<n(v)>nh +1h Ltz (2.3.2)
e >=<n(v v 5 V= 5T n 3.
> —(n+ Hhv
Z = — 27
nzzoexp( .
—ipy > —hv n
_ 2
~oo () X (= (57))
1
geom. Reihe D) hv 1
: 2.3.3
eXp( KT >1—exp(7i}”) 23
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hv
<e>=— A+ ——F—— (2.3.4)
2 exp (Z—T) -1
vergleiche mit Gl. 2.3.2:

1

exp (Z—;) —1

<n(v) >= (2.3.5)

Erwartungswert: Anzahl Photonen/Phononen mit Frequenz v fiir einen
Hohlraum bzw. einen Kristall der Temperatur 7.

2.3.1 Photonengas
Stehende EM-Wellen im Hohlraum (V = L3)

A_LP E(7t) =0 (2.3.6)
028t2 T, = .O.

mit Randbedingung: Etangential = 0 d.h. zum Beispiel:

E.(2=0,t) = E.(z = L,t)
E.(y=0,t) = E,(y = L,t) =

I
o

= allg. Losung ist Uberlagerung von

E, = A, cos (nxgrx) sin (nywy) sin (nzwz) sin (wt + @)

L L
E, = A, sin (nxL7m> cos (nyLwy> sin (nirz> sin (wt + @)
E. = A,sin (nx[im) sin <ny-[7jy> cos <nz[7j2> sin (wt + )

mit w? = k2 = CZL—ZQ(ni +ng +n?)
Ng, Ny, Ny =0,1,2,...
und E 1k (Transversalitét)

Energie eines Photons: hv = h*-
= v= i(ni +nl + n?)z (2.3.7)
vgl. freies Teilchen im Kasten:
B % 1

2,2 2
=5 ﬁ(n373 +n, +n3) (2.3.8)
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Analog:

> Al = / dv A(v)Dem(v) (2.3.9)
EM-Wellen 0
8T
Dpy(v) = C—3Vu2 (2.3.10)
Dgy(v): Dichte der EM-Moden
Anzahl EM-Moden
( in [V, U+ dl/] > = DEM(V)dV (2311)
Erinnerung:
m?/?
D(e) = Vel (2.3.12)

h3m2y/2

Mode mit Frequenz v kann unterschiedliche Energien haben:
%hl/ + nhv mit n: Anzahl der Photonen

Gesamtenergie (minus Nullpunktsenergie):

<E>-= Z hv < n(v) >= /dl/ hv < n(v) > Dgu(v)
EM-Moden 0

= /dl/ V 87; 1;/ (2.3.13)
c’® exp (ﬁ) -1

0

N (Energiedichte pro) 8h V3

Frequenzintervall ) — &3 exp (12) — 1 (2.3.14)

Planck’sche Strahlungsverteilung

48



Y
Abbildung 10: Energiedichte pro Frequenzintervall

Fiir kleine Werte von v kann dies entwickelt werden:

81h 1/3 _ 8_7T]{;Ty2 _ DEM(V) LT
S 1+m—1 o v

klassisches Ergebnis (h-unabhéngig, Rayleigh-Jeans-Gesetz)

e=tr BTV k* [ 2%de
~kT 4
<E>2 ( 575 )T /6x_1
0

—_———

_r*
=15

8ok
E>=(—-|VT*
> <= ()

o0 o0

8 V2

<N>:/d1/ <n(u)>DEM(u):/dy —= V= ~ T3

¢ err —1
0 0

Typische Photonenenergie:

< E >
<N >

Wien’sches Verschiebungsgesetz

~ 2.TkT ~ 2.82kT = (hv)peak

2.3.2 Schwarzkorperstrahlung

(2.3.15)

(2.3.16)

(2.3.17)

(2.3.18)

(2.3.19)

Definition: Ein Schwarzkorper absorbiert die gesamte auf ihn einfallende

Strahlung.

Welche Strahlung sendet Schwarzkorper aus?

Zunachst Annahme, dass EM-Wellen nur nach links oder rechts laufen
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Abbildung 11: Hohlraum und Rohr mit idealen Metallwénden

1. Loch mit Flache A
Energieflull = Energie pro Flidche und Zeit

< FE > 1 1
— CeAt- A .z
v At AT S
v
nur Halfte Photonenen nach rechts
1< E >
_ = . 2.3.2
5Ty ¢ (2.3.20)
Tatsachlich:
1< E >
E jeflul = - . 2.3.21
nergiefluf = - —>— ¢ ( )
=op-T* (2.3.22)
27K G ofan Bolt Konstant (2.3.23)
= n- mann-Konstan 3.
op T efan-Boltzma onstante

2. Rohr & Schwarzkorper
Thermisches Gleichgewicht = Energieflul von Schwarzkérper = opT™
(Stefan-Boltzmann-Gesetz)

Realistischer:
Absorption: Anteil a € [0, 1]
Reflektion: 1 — a

Thermisches Gleichgewicht:

Einfallender\  /Emittierter Reflektierter
Fluss o Fluss Fluss

Fluss

Gilt auch ohne einfallenden Fluss = gute Absorber emittieren besser.
Hiufig: a = a(v)

(Emlttwrter) — 05T — (1 — a)ouT* = aoyT* (2.3.24)
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Energiefluss von Oberfldche) 1 87h V3
( in [v, v+ dv] ) =a(v)--c dv  (2.3.25)

4 3 exp (Z—”) -1

N

€10,1]

2.4 Phononengas

Unterschied zu Photonen:
1. 3 (statt 2) Polarisationsrichtungen (auch longitudinale Wellen)
2. Minimale Wellenldnge = maximale Frequenz (benachbarte Atome schwin-

gen entgegengesetzt)

Cs Cs
>\min =2a = max — = 24.1
“ Y )\min 2a ( )

a: Gitterabstand

Debye-Modell: ¢, konstant (gleich fiir alle Polarisationen)

Cs

— 2 2 2\1
Modendichte: 5 b
Dpeye £ 5 % Dpni(v) = — V12 (2.43)
2 W_/ o
c—cg
3.
Gesamtzahl o
(der MOden) N / AV Poetye (2.4.4)
0
N Atome, die in 3
=3 (unabh. Richtungen Schwingen> (2.4.5)
3\ e,
= Vmax = (E) (K)l/d (246>
N

Definition: Debye-Temperatur ©p : kOp = hipax

Gesamtenergie (minus Nullpunktsenergie)

Vmax

<E>= / dv hv < n(v) > Dpebye(V)

3
- /du 12mhy, v (2.4.7)

3 exp (&) -1
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1. 7> Op,dh 2 < 1 bzw. exp (&) ~ 1+ &

Vmax

12
<E>-= CkaT / dv 12 (2.4.8)
- 1
:gygnax
< E>=3NkT (2.4.9)
0< E >
2. T < Op ="M
h’/max:eiD
kT T
1270V [ kT\* z?
< FE>= -
C? ( h ) / dl‘ et — 1
0
zofodz :;317%
4870 k4
= Oy = (ﬁ) T3V (2.4.11)

92



3 Das chemische Potential

= notwendig zur Beschreibung von Situationen, wenn Teilchen ein Teilsys-
tem verlassen und zu einem Teilsystem hinzukommen kénnen.
Beispiele:

1. Koexistenz verschiedener Phasen
z. B: fliissig/gasformig
= hier: die Teilsysteme sind die Phasen und herein/heraus-gehende
Teilchen wechseln in die andere Phasen

2. chemische Reaktionen
H, + Cl, = 2HCI
H,O0 — H" + HO™

3. Diffusion
Ntotal = Nu + No
V, o N
’ JGravitation

Atome eines idealen, semi-klassischen Gases bei fester Temperatur T

Zentrale Frage: Wie ist die Wahrscheinlichkeit P(N,, N, ), dass
NtotalfNu

N, Teilchen im unteren Volumen V,,

N, Teilchen im oberen Volumen V, sind.

Ansatz — fiir fixiertes T liefert die kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung:

E.
eXP(——]> Z(N,, N,
PN, No)= > Z’” = <Z o) (3.0.12)
\I]j(Nu,No)
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alle Zustande ¥; mit N, unten und N, oben.
Wie sehen die Energieeigenzustéinde aus?

Ej= (1) +&(2)+ ... +ec(Nu)

Teilchenenergie fiirEe unteren Teilchen
+ f:;(l’) +e5(2) +... + SQ(NO)J (3.0.13)
Teilchenenergie fﬁ:gie oberen Teilchen
_P @@ 3.0.14
€4 = S_MW(HQC +n,"”" +n"") < unten (3.0.14)
£, = h—gi(n(o‘)2 + 0" 40 £ mgH <+ oben (3.0.15)
« 8m V2/3 x Yy z e
° Epot
=ceq +mgH (3.0.16)

Den Nullpunkt der potentiellen Gravitations-Energie legen wir auf Héhe des

unteren Volumens.
Berechnung von Z (N, N,):

2

Z(N,N)= Y e w
_ea(d) _5b(2) _ec(Nu)
= E e kT e KT ... kT

1) @ el (No)

No
e kT e KT ... kT (e_ kT ) (3.0.17)

Vu Nu ‘/O No __mgH No
:<A_§’h) (A?h) (e kT> (3.0.18)

Beachte: Dies berticksichtigt noch nicht, dass es sich um identische UND
ununterscheidbare Teilchen handelt

Also:

1 (VY™ 1 (VY mgn\No
Z(N“’N“):Nu! (A_gh) NI (A§h> <e kT)

Zu(Na) Zo(N.)
= Z,(N)Zo(N,) (3.0.19)

Frage: Wo liegt der Peak? Wo ist P(N,, N,) maximal?
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Abbildung 12: P(N,, N,) = Z(NE’N°)

max < Z(N,, N,) max
< InZ(N,,N,) =InZ,(N,) +InZ,(N,) max

Extremwert (Maximumsbestimmung):

0
0= g 2N, N,
OlnzZ, 0InZ,0N,
= ON, | ON, oN,
No=Nyoea—No OInZ,  0ln Z,

ON, ON,
onz, 0lnZz,
= .0.2
= ON. N, (3.0.20)
Maximum von P(N,, N,) = <6‘;HT?)VU,T - (%H_Nfo)v .
Aber: Teilchenzahlen N, und N, sind ganzzahlig
Diskretisierung (da N, ganze Zahl):
Omz, AWz, WmZ,(N,) —1InZ,(N,—1)
== pu— . -21
ON, AN, 1 (3021)
Verwende:
1 (V™
al=a(a—1)! | Vi
= —In(NV,)—In(N,— 1!+ N,In ’ER (3.0.22)
th
Va
nZ,(N,—1)=—In(N, — 1)+ (N, —1)In ()\—3) (3.0.23)
th
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l——-| vel. Brete

olnZ, V.
=...=In|—= | —In(N,
7o, (3) -
Vi 1
=In|——— .0.24
(%) 020
Analog:
OolnZ, Vo 1 mgn
=In| —— 3.0.25
oN, (N N ) (3.025)
V, 1 olnZ,
=1 = 0.2
" (N A§h> aN, (3.0.26)
Vo _mgn u T . .
= N T = Wahrscheinlichkeitsmaximum (3.0.27)
- T N (3.0.28)
7 = 7 e .0.

Teilchendichte oben Teilchendichte unten

Man kann zeigen, dass P(N,, N,) einen scharfen Peak um N™** hat, wenn
Ntot :Nu+No>> 1
relative Breite:

AP 1 1025
Niot v/ Niog Vo (3.029)

Nachster Schritt: Driicke die Wahrscheinlichkeits-Maximum-Gleichung durch
thermodynamische Zustandsgrofe aus.

bekannt:
< E >

S = +klnZ © <E>-ST=—-kT'lhZ (3.0.30)
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neue thermodynamische Zustandsgrofe:
F=<E>-ST=—-kTlnZ (3.0.31)

Helmholtzsche freie Energie

Jfreie Energie“= Anteil der Energie, die bei konstantem 7" in Arbeit umge-
wandelt werden kann
mit F (N, Vi, T) = =kT'In Z, und F,(N,,V,,T) = —kT'InZ,

— unsere vorherige Maximumsbedingung:

oF,\  (0F,
(aNu)Vu,T - (aNO)m (3.032)

Aber: Definiere eine weitere thermodynamische Zustandsgrofe

OF
w=| = chemisches Potential (3.0.33)
ON ) r

Anwendung auf vorheriges Problem:

OnZz, 0InZz, oF, OF,
= =

— W= o 0.34
dN, _ 0N, ON, _ON,  HeTH (3.0.34)
Ny
oy = kT In (7&1) (3.0.35)
‘/0 1 __mgH
/-LO = —k'Tln (E)\—?he kT )
N,y 5
= kT 1In thh +mgH (3.0.36)

Effektiv: vergleiche mit Abbildung 14: Teilchen bewegen sich (,diffundie-
ren“) vom Gebiet mit hoherem chemischen Potential p zu niedrigerem
chemischen Potential hin. GG: u, = p, (chemisches Potential iiberall
gleich)

Anschaulich: chemisches Potential nimmt zu durch Erhéhung der

1. potentiellen Energie mgH
2. Dichte %
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Abbildung 14: chemisches Potential

Analogie: Temperatur ungleichméftig — Warmetransport
chemisches Potential ungleichméfig — Teilchentransport

Bemerkung: F,, F,: freie Energie der Subsysteme

Gesamtsystem:

F(N,,F,) = F,(N,) + F,(N,)
= —kT'In Z(N,, N,) (3.0.37)

GG < P(N,, N,) maximal
< Z(Ny, N,) maximal
< —kTIn Z(N,, N,) = F(N,, N,) minimal

Helmholtz freie Energie minimal im Gleichgewicht
(bei festem 7',V und Gesamtzahl der Teilchen)

3.1 Anwendung: Chemische Reaktionen
Bsp.: H, + Cl, = 2HCl oder —H,—Cl,+2HCl=0
Allg.: b,B, +b,By + ...+ b,B, =0
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b;: stochiometrische Faktoren

positiv} . { Produkte

] ) der Reaktion
negativ Reaktionspartner

Im thermischem GG: F(Ny,...,N,) minimal; (7, V) fest
fiir eine weitere Reaktion folgt:

OzAin(jjj\;

i=1

) AN; = Z piAN;
T,V,Nj,j#i i=1

= 0= Z:uibi (3.1.1)
i=1

Wenn B; semiklassische ideale Gase (d.h. Z; = %)

Ubung 10.2

)

p; = —kTn (]Z\}) (3.1.2)

Auferdem Z3; ~ V', denn

1
AT / d# (Phasenraumvariablen) s OXP (—%) (3.1.3)

Aber: Phasenraumvariablen enthalten Schwerpunktskoordinaten

Und: ¢ unabhingig von & (4ufere Potentiale wie Gravitation vernachléssigt)

= Zy=VvZzZY (3.1.4)

ng) = Zustandssumme eines B;-Molekiils im Einheitsvolumen

N;
= = kT — kTIn 7z
[B;]: Teilchendichte

< g; >: Energieerwartungswert bei Temperatur 1" eines B;-Molekiils im Ein-
heitsvolumen
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$;: Entropie eines B;-Molekiils, das sich allein im Einheitsvolumen befindet.

(3.1.1) u <g >-Ts;
= 0= E b; | n|B;] + ———— 3.1.6

l.s.__r.s. n b
eS=e 1 = Bz b; e ; _T Ni
= };[1[ ]” exp (kT(<6 > s))

= [[IB]% = exp (% Zbi(— <& > +T§i)) = K(T) (3.1.7)

i=1

= H[Bl]b = K(T)| Massenwirkungsgesetz (3.1.8)

.o
2.B.: gy = K(T)

Interpretation:

1. Wenn Produkte (gewichtet mit b’s) niedrigere Energie haben als Reak-

tanten
= Zn:bi <& ><0 (3.1.9)
= I;Zrlodukte bervorzugt (3.1.10)
2. Wenn Produkte (gewichtet mit b’s) grofere Entropie haben als Reak-
tanten
= ibis] >0 (3.1.11)
= lzjrlodukte bervorzugt (3.1.12)

Wechselspiel zwischen Energieminimierung und Entropiemaximierung
= GG-Konzentration

3.2 Freie Energien
Erinnerung:

1.HS: (fiir feste Teilchenzahl)

q =AFE+ w
~— ~~
Wirmezufuhr Arbeit, die System leistet
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2.HS:
AS > % und AS = % fiir reversible Prozesse

= TAS > AE +w (3.2.1)
und ,,=" fiir reversible Prozesse (Folge von GG-Zusténden)
Im Folgenden:

1. nur reversible Prozesse

2. nur w = pAV

Bemerkung: weitere Arten von Arbeit moglich, z. B. Magnetisierungsarbeit

w = pAV + m A B

~~~ ~~~
Magnetisierung in Richtung B Magnetfeld | B]
denn: Epaen = —mB
B — B+ AB = AFEn.m = —mMADB = —Wyaem (3.2.2)
1. + 2
— AE =TAS — pAV (3.2.3)

Jetzt variable Teilchenzahl:
= AE=TAS —pAV + XAN ; X =? (3.2.4)

Interpretation der rechten Seite: £ = E(S,V, N)
Erinnerung: S = kln [D(E)0E] = S(E,V, N), Auflésen nach E = E(S,V, N)

— AE=E(S+AS,V+AV,N+AN)—-E(S,V,N)

oF OF OF
= <ﬁ>m AS + (WL’N AV + (3_N>v,s AN (3.2.5)

vergleiche mit Gleichung (3.2.4):

T = (%) . (vgl. 2.1.2) (3.2.6)
p=- <g—5)m (vgl. 2.2.2) (3.2.7)
X = (g—f]) » (3.2.8)
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Vermutung: Zusammenhang von X und pu = (g—f\;)TV,

Beschreibung prozessen mit variabler Teilchenzahl.

da p relevant ist zur

F=E-TS= AF=AFE—-SAT -TAS

OF
D.h.:
F=F(T,V,N)
OF OF OF
AF= (%) AT+ (Z=) A — ) AN 2.1
> ar=(g7) 57+ (7). v+ (37) 2% @210
N g—_(9F (3.2.11)
T )
OF
- — (= 212
=), (3:2:12)
OF OF
gEN (7)Y 3.2.13
(ox),, (%), = (3219
AE = — pAV + uAN (3.2.14)
AF = — pAV + pAN (3.2.15)

— Unterschied zwischen AE und AF
E - F=FE-TS=FE-S (g_};)V,N bedeutet Variablenwechsel von (S, V, N)
OF _
nad1<gﬁ)MN._71VJv)

=, Legendre-Transformation®

<8F)
ON
= v (3.2.16)

OFE
(81\7 ) S,V
Bsp: semi-klassisches ideales Gas
pu = AFE fir Prozess (N Molekiile — (N + 1) Molekiile)
aber: S muss fest gehalten werden!
Réumlicher Anteil der Multiplizitit (~ V) nimmt zu.
S =konst — Energieanteil der Multiplizitit muss abnehmen (~ E%2V)
= AE<0 — u<0
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Bemerkungen:
1. Verallgemeinerung zu mehreren Teilchenarten
AE =TAS —pAV +> " i AN; (3.2.17)
i=1

2. Hier: E = E(S,V,N)

Friiher (ideales Gas): E = SNkT = E(N,T)

Aber: Nur aus £ = E(S,V, N) kann man 7', p, u durch ableiten nach
unabhéngigen Variablen S, V, N berechnen
= S,V, N ,natiirliche” Variablen

Ebenso: (7,V, N) nattirliche Variablen von F'

3. Mechanik: F; =—5Y U Potential

Kraft
Analogie: E. F' als ,thermodynamische Potentiale®
(Ableitung — {ibrige Zustandsgrofen)

Weitere thermodynamische Potentiale

1. Enthalpie H: Variablen S, p, N
2. Gibb’s freie Energie G: Variablen T, p, N

Legendre-Transformation:

G=F+pV=FE-TS+pV (3.2.18)
AG = AF +pAV +V Ap
—SAT—pAV+uAN
= —SAT +VAp+ nAN (3.2.19)
Insbesondere: 00
= [ == 3.2.20
n=( BN)M (3:2.20)
1.
G=FE-TS+pV extensiv

G=G(T.b, N ) = G~N+fpT)

intensiv extensiv
= = intensiv (3.2.21)
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2. pp=p(T,p,N), pintensiv = p = pu(T,p)

Nebenbemerkung: mehrere Teilchenarten, z B. zwei
G =G(T,p, N1, No) = puN1 + paNo = piap = puap (T, p, %)

3. G im Gleichgewicht (bei festem p, T" Gesamtteilchenzahl) minimal

4. Freie“ Energie: F, G haben Dimension Energie

zB:F=E-TS=E—(%%),.,5

V,N
1.HS:
qg —AF=w =TAS —AE >w
N
<TAS
ZuF :sei T=konst = A(TS—FE)>w

= w< —AF (3.2.22)
vl = —AF (3.2.23)

= AF = Teil der Energie, der bei T" =konst fiir Arbeit zur Verfiigung
steht (frei ist).
Zu G: Sei T =konst und p =konst

= A(TS — E) > pAV + WRest
= A(—E+TS —pV) > Wrest
— —AG > Wheat (3.2.24)

= AG = Teil der Energie, die bei konstantem 7" und p zur Arbeit
minus Druckarbeit frei“ zur Verfligung steht.

4 Anwendungen

4.1 Phasengleichgewichte

Phasendiagramm von Wasser in p — T Ebene (Vorteil: p, T intensiv — unab-
héngig von Wassermenge)

Tripelpunkt: Koexistenz aller 3 Phasen

Kritischer Punkt: Endpunkt der Verdunstungskurve
Triper < T < T¢: Fliissigkeit und Dampf koexistieren entlang Verdun-
stungskurve mit unterschiedlichen Dichten
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m/L Schmelzkurve
fldssig kritischer
2 (Wasser) o Punkt P
y Tripelpkt ) /#
::‘ :-.0 .—- —u. l.:. o\ » s e o I
90% ; \
]Zéisst) : gasformig ; 1 Verdunstungs-
(Wasserdainpf) } kurve
A : : ) 7’
L 1 N
> Tk T

213K 3"7'.':5‘/( =443,
£ 0%t QAOO?: ‘:/‘\ 3?(({6

Sublimationskurve

Abbildung 15: anomale (Wasser) und tibliche Koexistenzkurven

T > T.: Nur noch eine Phase (Fluid) (am kritischen Punkt sind Dichten
von Fliissigkeit und Dampf gleich 400%
am Triplepunkt: 1000:% (fliissig) und 5- 107258 (gasformig))

m3
Bemerkungen:

1. Verdunstungstemperatur: p-abhéngig

N [ 363K (3000m)
) 347K (8854m, Mt. Everest)

2. Schmelzkurve von Wasser anomal, s. Diagramm 15

Beschreibung der Koexistenzkurven?

4.1.1 Latente Warme

z. B. Verdunstung:

Lyera = Energiezufuhr in Form von Warme, um ein Molekiil von fliissiger in
gasformige Phase zu bringen bei konstanten 7" und p.

mit € = % Energie pro Molekiil und v = % Volumen pro Molekiil
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Abbildung 16: Gibb’s freie Energie

1.HS:
Lyera = Ae + pAV = A(e +pV) (4.1.1)
A€ = €455 — €1 (4.1.2)
AV = Vgas — Ug > 0 (4.1.3)

Teil der zugefiihrten Energie — Expansionsarbeit

— Lyerqa = Anderung der Enthalpie pro Molekiil

Bemerkungen:

1. ,latent: Wirmezufuhr ohne 7-Anderung

2. reversibel = Lyeq = & = TA (%) mit s = %
= Lverd - T(Sgas - Sﬂ)

3. vgl. mit Warmekapazitat

CX 0s

X=pV

4.1.2 Phasenkoexistenz

Bsp. Verdunstung

Punkt auf Verdunstungskurve: p, T fest
= Gibb’s freie Energie G minimal
Verdunstung eines weiteren Molekiils

= OzAG:( oG ) ANgaer(a—) ANy
ONgas ) 1 ONn /) 7

= fgas(p, T) - 1+ pa(p, T) - (=1)
= ,Ugas(pa T) = ;uﬂ(p7 T)
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Abbildung 17: zur Form der Koexistenzkurven

Beispiel: Aufgabe 3, Ubungsblatt 10:

kT
s — — kT In
e (/\ghp)

Vo€ o
= —kTIn | — (—)
e kT In ()\?h exp T >

vo: Molekiilvolumen
£o: Bindungsenergie in Fliissigkeit

h

Mp = ——
o 2mmkT

kT €
figas = pa = p(T) = — exp <_O>

approximierte Verdunstungskurve

o const)

experimentell: p ~ exp ( e

Generell: Koexistenzkurven zweier Phasen

[1.Phase (Z% T) = [2.Phase (p, T)

Eine Bedingung an 2 Variablen (p,T') = Kurve in p, T-Ebene

Koexistenz aller drei Phasen

1. Phase (P, T') = f2.Phase (P, T')
H2.Phase (p> T) = [43.Phase (p7 T)
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= 2 Bedingungen an 2 Variablen = Tripelpunkt

G=u(T,p)N (4.1.12)

= AG=N ((5_;1) AT + (%> Ap) + uAN (4.1.13)
oT » op )

G=FE—-ST+pV (4.1.14)

= AG = —-SAT + VAp+ uAN (4.1.15)

oT N

p
_— = — =
op)r N

,Gibbs-Duhem-Beziehung"

= |Ap=—sAT + UAp‘ (4.1.16)

Zur Bestimmung der Form der Koexistenzkurven betrachte zwei Punkte z.B.
auf der Verdunstungskurve, s. rechten Teil der Abbildung 17.

Mgas(pAu TA) = Mﬂ(pAa TA)

as +A 7T 7T +AT - +A ,Ta+AT 4117
[gas(Pa D,La,La - ) = 1a(pa P ) ( )
PB B

Subtraktion

= A,ugas = A/,Lﬁ

= — Sgas AT + Vgas Ap = —5g AT + vqAp
d as Lver
p=cl . A Skl . d (4.1.18)

d_T B Vgas — VAl (Ugas - Uﬂ)T

,Clausius-Clapeyron Gleichung*
wobei die zweite Form, ausgedriickt durch L,eq, im quasistatischen Fall gilt.
Bsp.: Annahme:

1. ideales Gasgesetz: vgas =
2. Vgas > > Vg
3. Lyerqg =konst
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dp Lverd Lverd
= — = =
AT~ vgee T~ LT

ba

- ( Lverd)
p=—"F—Xp |~
exp (_%T;) KT

p(T'a) = pa fiir beliebigen Punkt A
P ~ exp (—%) wie UB 10.3 mit Lyeq < €0

Bemerkungen:

1. ublicherweise

Vgas — Vg > 0 Sgas — S > 0
Ugas — Ufest >0 Sgas — Sfest >0
U — Ufest > 0 S — Stest > 0

= j—; > (0 fiir Koexistenzkurven

Ausnahmen:
e — dp
(a) Wasser: vg — vgest <0 = & Sehmelgkurve < U
3T A _ dp
(b> He: St Sfest < 0 = dT' |Schmelzkurve <0
T < 0.3K

2. Tripelpunkt: Koexistenzkurve dndert Steigung
Vgas >> U, Ufest

[N

=

(%)verd ~ Lverd ~ 0.47eV
dp

(d_)subl " Lew  0.53¢V

4.1.3 Van der Waals Zustandsgleichung

Ideales Gas: p = %kT
gute Approximation fiir verdiinnte Gase

Nicht gut:

1. dichte Gase
2. Fliissigkeiten

3. Phaseniibergang fliissig<»gasformig

Verallgemeinerung: Van der Waals

Schwachpunkt: Koexistenzbereich von Fliissigkeit und Dampf
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Abbildung 18: potentielle Energie

N
Startpunkt: Zige. = % ( b )

N
Berticksichtigung intermolekularer Wechselwirkung

1. Abstoftung bei kleinen Absténden:
V-V —-Nb
b > 0: Mafk fiir Molekiilgrofse

2. Anziehung: F = %NkT —aN - % , a > 0; dies kann man wie folgt ver-
stehen: Die Energiereduktion fiir jedes einzelne Molekiil hangt von der
Anzahl der anderen Molekiile ab, die sich in einem mittleren Abstand
befinden, bei dem die 2-Teilchen potentielle Energie minimiert wird, s.
Abb. 18. Diese Anzahl wiederum ist proportional zur Dichte, d.h. zu
N/V . Die Proportionalitétskonstante wird mit a bezeichnet.

Bemerkung: Evqw = E(N,T,V) ; Eiqea = E(N,T,V)
= Expansion bei AE =0: AT <0

olnZz
E=<E>=FkT? 4.1.24
<E>=k 5T ( )
0 1 [V —Nb\" 3
7°—In|— | —— — °NET ~ T2
kw“(m( )\f’h)> o VRT s A
9 [ aN? N2
- = —a—
M oT (VkT) “v
1 [V—=N)\"| aN?
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A,

-

Flussig-
i >
keit T>T
T=Tc
, T<T writische
3 i ~ Isotherme
kritiscHer Koexistengz von ~o_
Punkt ,  Flussigkejt und Dampf

Y %

Abbildung 19: Phasendiagramm von Wasser in p — V-Ebene

Van der Waals Zustandsgleichung:
T Jln ZVdW

—k 4.1.26
p 57 ( )
NkT N\?
= —a|= 4.1.2
TP Tv N (v) (4.1.27)
Bemerkung: Luft bei Zimmertemperatur
b 1.61-1073
7=
N -1
= (V-Nb't=v" (1 - —b)
%
Nb
~V! (1+—+...) (4.1.28)
V
NET Nb  NJy
1+ = —aL 4.1.29
- PRy [ Ty akT] (4.1.29)
zl—?lO*“

4.1.4 Isotherme
Im p — V-Diagramm von Wasser, fig. 19, ist der kritische Punkt ein Wende-
punkt:
dp
ov

0%p

0 a2

=0 (Wendepunkt)
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Abbildung 20: Van der Waals Isotherme

Die Isothermen der Van-der-Waals Zustandsgleichung (fig. 20) stimmen qua-
litativ mit dem Verlauf der tatsdchlichen Isothermen aufserhalb des Koexis-
tenzbereichs recht gut iiberein. Innerhalb des Koexistenzbereiches sind die
van der Waals Isothermen unphysiklaisch und miissen durch Geraden ersetzt
werden.

Bestimmung der Geraden, d.h. der Punkte A & B durch ,,Maxwellkonstruk-
tion‘

= Flédcheninhalte der beiden schraffierten Flichen gleich

Maxwellkonstruktion:
Koexistenz:

Ui = Hgas = G4 = Gp (4.1.30)

= Fg+papVa = Fp+papVs
= Fy—Fp=pap(Va—Vp)

mit AF = —pAV und T fest:

Va Vg
FA - FB ; - /pvdeV = /pvdeV (4131)

Ve Va

Koeffizienten a, b aus
op *p
— =0= — 4.1.32
8‘/ krit aVQ krit ( )
1. v
— =3b 4.1.

( N)C 3 (4.1.33)
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4.2 Ideale Quantengase

Quanteneffekte berticksichtigt, intermolekulare Wechselwirkung nicht

’ N Teilchen einer Art ‘

1
Intermolekulare Wechselwirkung | ,ein schwierig
vernachlassigbar? — | 2.B. Debye-Modell
ja
’ Benutze Einteilchenzustande ‘
i
’ semiklassische Beschreibung moglich ‘
ja J nein
’ 7 = (Zjlv)!N ‘ ’ Ideales Quantengas ‘

Bemerkung: zu Z = ZT{T oft % irrelevant, z. B. £ = kTwéLTZ
Aber s wichtig fiir N-Ableitung von In Z (d.h. ) und fiir In Z selbst
(dh. S=L+4+kInZ)
= u, S intrinsisch quantenmechanisch

4.2.1 Besetzungszahlen

N-Teilchen Energieeigenzustande ¥; bestimmt durch:
1. welche Einteilchenzustande ¢, besetzt

2. wie oft

Ununterscheidbarkeit: nicht méglich einzelne Teilchen den Einteilchenzu-
stdnden zuzuordnen

Besetzungszahlen:

Anzahl der Teilchen
no(¥;) = | im Einteilchenzustand (4.2.1)
g flir Zustand ¥

Bemerkungen:

1. Fermionen n,(¥;) € {0,1}
Bosonen n,(¥;) € {0,1,...,N}

2. 5 na(¥;) =N
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3. Energieeigenwert von W;:
Ej =) cana(¥;) (4.2.2)

€4 Emnerigeeigenwert von ¢,

Gleichgewicht bei festem T": ¥, nicht fixiert = Erwartungswert

<E>=)Y E;P(V)
= Z (Z Eana(qj]’)> P(;)
= Zea [Zna(\pj)P(\I]j)

= fa <o > (4.2.3)

<ne >= Y na(T;)P(T;) (4.2.4)

Erwartungswert fiir Besetzungszahlen

Damit folgt leicht

Z<na>:N.

Wir wollen nun die Erwartungswerte < n, > fiir Fermionen und Bosonen
nacheinander berechnen.

a) Fermionen
Zunachst o =1

1)



1 1
1 ni€y + nagy + . .
:ﬂm§jg;nwm( SRS} i b= N

1
_ e Z_,.aq;(_M) mit 7y ... = N —1

kT

Trick 1 _e1 ni€p + naca + .
b i DIP 1—n1>GXP( - )

mit ny+n,+...=N—1
P Z(N -1 125
—m[( — )= <ni >y Z(N —1)] (4.2.5)
Dieses Ergebnis ist unabhingig von der Wahl a = 1:
o Z(N —1
= < Ng >N= 6”%[1— < Ng >N71] (426)
Fir N> 1 (N ~10%): < ny >y~<ng >y
Auferdem:
oF
= [ — =F(N)—F(N -1
w=(5x), = PO FOv-)
=—kT[InZ(N)—InZ(N —1)] (4.2.7)
Z(N —1) 1
= 7/ 4.2.8
Z(ny P (kT) (428)
Insgesamt:
1
<Ny >p= — 4.2.9
T on (G )
< Mo >F§ 1
b) Bosonen
N N
N1EL + Noka + ...
<S> =20 Z:E: 7hwp(—11 éﬁ ) ni+ny+...=N

1 n2=0

751 N N ,
NnyEL + Noca + ...

(1 ! 1
ZZ ( —f-nl)exp( T )

n’l =0 n2=0

nl

'ﬂ

ni= 1+n1

nh+ng+...=N—1
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wie Fermionen _Ea Z(N — 1)
=

< MNg >N=2E€ kTw' [1+ < 712 >N_1]1 (4210)
»+ einziger Unterschied zu Fermionen
@ ~ o — 1
<nag>nN :<>TL >N-1 < Ny >p= e (4211)
exp (577) — 1

Bemerkung:

1. <ng >p>1 (moglich z. B. fir e, — p ~ 0)
2. vgl. Photonen/Phononen

<n(v) >= — - (4.2.12)
= Bosonen mit p =0

3. (semi-)klassischer Limes

kein Unterschied zwischen Fermionen und Bosonen

& e >1

S <ne >R —— K1
e kT
= Z<na>éN:eﬁZe o
o «
Z1
u N 7
vV 1
=—kT1 — — 4.2.1
kT In N 8 ( 3)
= semi-klassischer Limes: v
— 1
N
Z(N)=e *rZ(N —1) = =2 Z(N — 1)
Z 7
= — N —-2) =
NN-1 ( )
zY
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4.2.2 Fermionen und Bosonen bei tiefen Temperaturen

Anwendung: Metalle bei tiefen Temperaturen, Bose-Einstein Kondensati-
on

Fermionen:

1

<Ny >p= exp (o mTar) + 1 =< n(eq) >F (4.2.15)
p bestimmt durch ) < n, >p= N.
Gesamtenergie:
<E>=) ca<no>p (4.2.16)

Summen — Integrale: Zustandsdichte

S Afe) = / de A(=)D(c) (4.2.17)

D(e) = (25 +1) T/ Ver = Cet (4.2.18)
~—— h
s::1/22
Bezeichnung;:
1
<n(e) >p= f(e) = (4.2.19)

~exp (E=m/kr) + 1

1. T—0: P(V;) = w
= System im Grundzustand Vqy (mit Energie Fgy)

(anderer Zustand E; > Egy: PP(‘I:I:;Z)) — exp (_%) =0, 0)

Pauliprinzip = nicht alle Teilchen im niedrigsten Einteilchenzustand

Grundzustand: Fiille Einteilchenzusténde beginnend bei niedrigster
Energie bis ep = , Fermi-Energie

1
fle) = 5 & e=u (4.2.20)
D.h.:
:lrl_r% w(T) =cp (4.2.21)
EF =7



A //5)

NI

£F>e

Abbildung 21: zum Grundzustand
Z <Mng>=N

= /ds f(e)D(e) =N

er
=0 /da D(a):C/ds ez
0 0
2 3 !
= 505142 =N

L ((BNTE N\ LN
TE\8r) m\Vv) Tm\Vv

Definiere: Fermi-Temperatur: kTr = ep

typischerweise Tr ~ 10°K, z.B. Ag: Tr = 6.4 - 10*K

Grundzustandsenergie:

€F

3

2 2.
Eay = /d€ eD(e) = 50822 (4.222) —Nep

5)
0

Bemerkungen:

(a) grofe kinetische Energie pro Teilchen

(%)Ferm — gEF — g&

(%)klass ng 5T

(b) .
D(ep) = Cef W29 22

2 EFR
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Abbildung 22: zur Sommerfeldentwicklung und Energie-Approximation

Sommerfeldentwicklung:
72 (kT)? 7 [ T\?
w(T) ~ep — E( eF) =¢Fr— 5 <T_F) ER (4.2.27)
Anzahl der Enereie
< E > = Egz + | angeregten ( DeTE! )
Elektronen anreging
1
1
= Eqz + ZD(»SF) S’ (4.2.29)
~10(KT)?
Genauer: )
< E>= Egy + %D(sp)(kT)Q (4.2.30)
0< E>
= Cy = (—) (4.2.31)
oT v
2
= T D(ep)k?T
Der)=3m- 72 [ T
TR % (T_) Nk (4.2.32)
F

Zusammen mit Beitrag von Phononen:
Cy von Metallen bei T' < ©p, Debye-Temperatur (k©p = hvyay)
Ag: ©p = 225K

C\/_7T2 T +127T4 T\
Nk 2 \Tg 5 \©p
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Abbildung 23: Warmekapazitiat in Abhéngigkeit der Temperatur

<n>

N

E\

v

ol

4
——
Bose-Kondensat

Abbildung 24: zum Bose-Kondensat

Bosonen:

1
exp ((a—uM)/kr) — 1

< Mg >p= =< n(eq) >B (4.2.33)

(a) T — 0: Egz = Ney

3h2 1 Velem3; m=maqy,

_ o ~ 10-18
f1= g v 1.5-10" eV
d.h.:
1 kT
N = lim < n; >= lim — = (4.2.34)
750 T-0exp () -1 e —p
ex%+zv 1
= 1+ 2K
kT
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(b) T > 0:

Ta
N =<ny >+ /+1D(5) (4.2.36)
, exp(ﬁ) -

-~

oo 1 3
[ de Csi/zEI(T):konst-Tﬁ
0 exp (ﬁ)—l

Definiere: ,Bose-Temperatur* Ts: Integral I(1p) LN

N
= konst = —5

Th
T 2
= <ng >+ <—) N=N (4.2.37)
T
3
T 2
<m>=N|[1- (— (4.2.38)
Tg
g
<E>=¢g<n > +/dga+D(a) (4.2.39)
) exp () — 1
3 3
~ T\ 2 T\ 2
"2 N [1 - (—) 4077 (—) NET
TB B
~0, aufer bei?zo (dae1~0)
= <E>~T7? = Cy~T7 (4.2.40)
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