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42. Aufgabe: Vertauschungsrelationen für ~α-, β- und ~σ-Matrizen

(a) Zu {αj , αk} = 2δjk14:

Es gilt

αjαk =





0 τj

τj 0









0 τk

τk 0



 =





τjτk 0

0 τjτk



 (1)

und damit

{αj , αk} =





{τj , τk} 0

0 {τj , τk}



 = 2δjk





12 0

0 12



 = 2δjk14 . (2)

(b) Zu {αj , β} = 0:

Weiterhin gilt

αjβ =





0 τj

τj 0









12 0

0 −12



 =





0 −τj

τj 0



 (3)

und

βαj =





12 0

0 −12









0 τj

τj 0



 =





0 τj

−τj 0



 , (4)

also
{αj , β} = 0 (5)

(c) Zu [σj , σk] = 2iǫjklσl:

Schließlich gilt

σjσk =





τj 0

0 τj









τk 0

0 τk



 =





τjτk 0

0 τjτk



 (6)

und damit

[σj , σk] =





[τj , τk] 0

0 [τj , τk]



 = 2iǫjkl





τl 0

0 τl



 = 2iǫjklσl . (7)
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43. Aufgabe: Rechenregeln für Dirac γ-Matrizen

(a) Zu γµγµ = 414:

γµγµ = 1

2
(γµγµ + γµγµ) = gµ

µ14 = 414, da gµ
µ = Spur(gµνgνρ) = 4 .

Zu γµγνγµ = −2γν :

γµγνγµ = (−γνγµ + 2gµν)γµ = −4γν + 2γν = −2γν .

Zu γµγνγλγµ = 4gνλ 14:

γµγνγλγµ = (−γνγµ + 2gµν)γλγµ = 2γνγλ + 2γλγν = 4gνλ 14 .

Zu γµγνγλγκγµ = −2γκγλγν :

γµγνγλγκγµ = (−γνγµ + 2gµν)γλγκγµ = −4gλκγν + 2γλγκγν =
−2γλγκγν − 2γκγλγν + 2γλγκγν = −2γκγλγν .

(b) Zu γµγ5 + γ5γ
µ = 0:

Aus γµγν + γνγµ = 2gµν 14 folgt insbesondere

γµγν = −γνγµ (µ 6= ν) , (8)

(γ0)2 = 14 , (γk)2 = −14 (k = 1, 2, 3) . (9)

Mit (8) folgt nun z.B. für µ = 1: γ1γ5 = iγ1γ0γ1γ2γ3 = −iγ0γ1γ1γ2γ3 =
iγ0γ1γ2γ1γ3 = −iγ0γ1γ2γ3γ1 = −γ5γ

1 . Daher γ1γ5 + γ5γ
1 = 0. Analog

für die anderen γµ mit µ 6= 1.

Zu γ5γ5 = 14:

Folgt mit (8) und (9), denn γ5γ5 = −γ0γ1γ2γ3γ0γ1γ2γ3 =
γ0γ1γ2γ0γ1γ2γ3γ3 = −γ0γ1γ2γ0γ1γ2 = −γ0γ1γ0γ1γ2γ2 = γ0γ1γ0γ1 =
−γ0γ0γ1γ1 = 14.

(c) Zu Spur(γµγν) = 4gµν :

Folgt mit Zyklizität der Spur (Spur ändert sich nicht bei zyklischer
Vertauschung der Matrizen, d.h. z.B. Spur(AB) = Spur(BA)). Damit
gilt: Spur(γµγν) = 1

2
[Spur(γµγν) + Spur(γνγµ)] = 1

2
Spur(γµγν + γνγµ) =

gµνSpur(14) = 4gµν .

Zu Spur(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ + gµσgνρ − gµρgνσ):

Spur(γµγνγργσ) = −Spur(γνγµγργσ) + 8gµνgρσ = Spur(γνγργµγσ) −
8gµρgνσ + 8gµνgρσ = −Spur(γνγργσγµ) + 8gµσgνρ − 8gµρgνσ + 8gµνgρσ . In
der letzten Spur kann man wieder die Zyklizität der Spur benutzen und
erhält Spur(γνγργσγµ) = Spur(γµγνγργσ). Bringt man dies auf die linke
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Seite und teilt durch 2, dann bekommt man das gewünschte Ergebnis.

Zu Spur(γµ1γµ2 . . . γµ2n+1) = 0:

Spur(γµ1γµ2 . . . γµ2n+1) = Spur(γµ1γµ2 . . . γµ2n+1γ5γ5), wobei die zweite
Gleichung aus (b) benutzt wurde. Vertauscht man das linke γ5 jetzt nach
links, bekommt man mit der ersten Gleichung aus (b) unter Beachtung,
daß man γ5 an einer ungerade Anzahl von γµ vorbeitauschen muß,
−Spur(γ5γ

µ1γµ2 . . . γµ2n+1γ5). Benutzt man jetzt wieder die Zyklizität der
Spur, erhält man −Spur(γµ1γµ2 . . . γµ2n+1γ5γ5) = Spur(γµ1γµ2 . . . γµ2n+1),
d.h. insgesamt Spur(γµ1γµ2 . . . γµ2n+1) = −Spur(γµ1γµ2 . . . γµ2n+1), woraus
die Behauptung folgt.

(d) Zu Spur(γ5) = 0:

Spur(γ5) = iSpur(γ0γ1γ2γ3) = −iSpur(γ3γ0γ1γ2) = −iSpur(γ0γ1γ2γ3) =
−Spur(γ5), wobei beim zweiten Gleichheitszeichen (8) benutzt wurde und
im dritten die Zyklizität der Spur.

Zu Spur(γ5γ
µγν) = 0:

Betrachte zunächst den Fall µ = ν. Unter Benutzung von (9) folgt
Spur(γ5γ

µγµ) = ±Spur(γ5) = 0. Für den Fall µ 6= ν benutzt man (8)
und (9), um zu zeigen, daß Spur(γ5γ

µγν) = iSpur(γ0γ1γ2γ3γµγν) =
±iSpur(γκγλ), wobei µ, ν, κ und λ alle verschieden sind. Mit der ersten
Gleichung aus (c) folgt aber, daß Spur(γκγλ) = 0 für κ 6= λ.

44. Aufgabe: Erhaltung des Dirac-Teilchenstroms

Zunächst: (γ0)† = γ0 = γ0γ0γ0 und (γk)† = −γk = −γkγ0γ0 = γ0γkγ0,
wobei (9) und (8) benutzt wurden. D.h. insgesamt

(γµ)† = γ0γµγ0 . (10)

Aus der Dirac-Gleichung folgt

γµ∂µΨ =
mc

~i
Ψ . (11)

und
∂µΨ†(γµ)† = −

mc

~i
Ψ† . (12)

Benutzt man hier (10) und (9), so folgt

∂µΨ†γ0γµ = −
mc

~i
Ψ†γ0 . (13)

Mit (11) und (13) folgt nun ∂µjµ = (∂µΨ†)γ0γµΨ + Ψ†γ0γµ∂µΨ =
mc
~i

(−Ψ†γ0Ψ + Ψ†γ0Ψ) = 0.
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