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Musterlésung fiir 13. Ubung zur Quantenmechanik II (T5)

42. Aufgabe: Vertauschungsrelationen fiir d-, §- und o-Matrizen

(a) Zu {ay, ap} = 20,514:

Es gilt
0 75 0 TiT, 0
oo = ’ = (1)
7 0 7. 0 0 77
und damit
{75, Tk} 0 1, 0
{Oéj, ak} = I = 25jk = 25jk14 . (2)
0 {75, 7% } 0 1o

(b) Zu {«a;,8} =0:
Weiterhin gilt

ajﬁ(() Tj)(lQ 0)(07'j) (3)
Tj 0 0 —12 Tj 0

und

also

(c) Zu [0}, 01 = 2ie€jp00:
Schliefllich gilt

7 0 T, 0 TiT, 0
ojor=| " * = 7" (6)
0 7 0 7 0 TjTk

[rj, 7] 0 . 7 .
[O’j, O’k] = / = 2Z€jkl = 2Z€jkl0'l . (7)

und damit



43. Aufgabe: Rechenregeln fiir Dirac v-Matrizen
(a) Zu Py, =41y:
Y = (V9 + ") = g% la = 414, da g#, = Spur(gg,,) = 4 .

v

Zu Yy, = =297
VY = (=" + 20" ) = =4 + 290 = =2

Zu oy My = 497 L

VAW = (P + 20 ) M = 297 + 207N =49 1

Zu A = =2y
VAPV = (A + 20 = —AgNY 2y =
_2,7)\,7/@71/ _ 27&,7)\,}/1/ + 2,7)\,7&}/1/ _ _2,7/@7)\,71/ .

(b) Zu A#*vs5 + 57 = 0:
Aus YHAY + AYyH = 2gHY 14 folgt insbesondere

=t (p#v), (8)
() = 1, (F)P=-1 (k=123). 9)
Mit (8) folgt nun z.B. fiir u = 1: v'y5 = iv'0919293 = —ir0ylyla243 =

vyl = —in¥yl9?y°yt = —957' . Daher 4195 + 957! = 0. Analog

fiir die anderen y* mit p # 1.

Zu y5ys = 1y
Folgt mit (8) wund (9), denn 575 = —2912390414243 =
O A2 0y L2308 DL 2000102 0,100,122 (0,100,

7990yt =14

(c) Zu Spur(y#~¥) = 4gM":

Folgt mit Zyklizitdt der Spur (Spur &ndert sich nicht bei zyklischer

Vertauschung der Matrizen, d.h. z.B. Spur(AB) = Spur(BA)). Damit

gilt: Spur(y/y”) = 3[Spur(y#9") + Spur(y4*)] = 5Spur(y"y"” + ") =

g Spur(1y) = 4g.

Zu Spur(y#y"yy7) = 4(g" g7 + g7 9" — 9" g"7):

Spur(v#y"777) = =Spur(y"#4"y%) + 8¢"¢*7 = Spur(y’4P7"y7) —
8ghtg"? + 8gMgP? = —Spur(y"P7y") + 8¢g"7g"" — 8¢ "7 + 8gHgP7. Tn
der letzten Spur kann man wieder die Zyklizitat der Spur benutzen und
erhélt Spur(y”~y?y7y#*) = Spur(y#4”+*~7). Bringt man dies auf die linke



Seite und teilt durch 2, dann bekommt man das gewiinschte Ergebnis.

Zu Spur(yFiakz .. yHeni) = 0

Spur(y#iyH2z . AH2nt1) = Spur(yH#ryH2 .. yH2ntlagas) wobel die zweite
Gleichung aus (b) benutzt wurde. Vertauscht man das linke 75 jetzt nach
links, bekommt man mit der ersten Gleichung aus (b) unter Beachtung,
da man 75 an einer ungerade Anzahl von ~* vorbeitauschen mu$,
—Spur(ysyHraH2 .. yH2ntlag) Benutzt man jetzt wieder die Zyklizitdt der
Spur, erhélt man —Spur(y#1yH2 .. yH2ntlygys) = Spur(yHiyk2 ... yHentl),
d.h. insgesamt Spur(y#1yH2 .. yH2n+1) = —Spur(yH#1yH2 .. yH2ntl) ] woraus
die Behauptung folgt.

(d) Zu Spur(ys) = 0:

Spur(vs) = iSpur(79y'v%93) = —iSpur(v39%419?) = —iSpur(v142?) =

—Spur(vs), wobei beim zweiten Gleichheitszeichen (8) benutzt wurde und
im dritten die Zyklizitat der Spur.

Zu Spur(ys7"y”) = 0:

Betrachte zunéchst den Fall p = v. Unter Benutzung von (9) folgt
Spur(ysy#y*) = £Spur(ys) = 0. Fir den Fall u # v benutzt man (8)
und (9), um zu zeigen, daB Spur(ysy*vY) = iSpur(y°y'y2y3yHaY) =
iz‘Spur(’y“’y)‘), wobei u, v,k und A alle verschieden sind. Mit der ersten

Gleichung aus (c) folgt aber, da Spur(y*+*) = 0 fiir & # .

44. Aufgabe: Erhaltung des Dirac-Teilchenstroms
Zuniichst: (71°)7 = 97 = 19999 und (y5)T = —9F = —9F4090 = 409590,
wobei (9) und (8) benutzt wurden. D.h. insgesamt

() =9 (10)

Aus der Dirac-Gleichung folgt

V1D, = %xy . (11)
und me
DU ()T = —ﬁqﬁ : (12)
Benutzt man hier (10) und (9), so folgt
me
OH\I’JWOV“ = —E\I’Tyo . (13)

Mit (11) und (13) folgt nun 9,j* = (9,UNHVOWHT + U019, U =
me(— 00 4+ Uiy 0F) = 0.



