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Blatt 2 — Hausaufgaben
(Abgabe: 7. May, 13:15)

1. Das Levi-Civita Symbol
Das Kreuzprodukt @ x b = ¢ kann mittels des vollig antisymmetrischen Tensor €5,
(das Levi-Civita Symbol) wie folgt geschrieben werden

E €z'jkajbk = Ci,
ik

wobei
+1 (4,4, k) € (1,2,3), (2,3,1), (3,
gijk =1 —1 (i,j,k) €(3,2,1), (1,3,2), (2,
0 sonst: 1 = j oder j = k oder k

1,2),
1,3),

1.

Bei solchen Rechnungen wird haufig die Einsteinsche Summenkonvention ange-
wandt, das heisst, man lidsst die Summenzeichen weg und vereinbart, dass iiber in
Produkten doppelt auftretende Indizes stets automatisch summiert wird:

Eijraiby = ¢,
a)* Zeigen Sie, dass folgende Identitdt gilt:
€ijkEimn = 6jm5kn - 5jn6km- (1)

Hinweis: Erlduten Sie zunéchst dass es nur zwei Index-Kombinationen gibt,
fiir die dass Produkt nicht trivialerweise gleich null ist, ndmlich:

(i) j=mund k = n;
(ii) j =mn und k = m.

b)* Verwenden Sie die Identitdt (1) und priifen Sie dass

wobei @, 5, ¢und d beliebige Vektoren sind.

¢)** Zeigen Sie, mit Hilfe der Identitdt (1), dass das Kreuzprodukt (x) die Jacobi
Identitét

—

Axbxd+bx[Exa+Tx[@xb=0

erfillt.
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2.** Galilei-Transformation
Ein Massenpunkt m bewege sich unter dem Einfluss einer Potentialkraft [ =
—VV, mit dem Potential gegeben durch V(r,t) = —& + Acos(kz — wt). Be-

rechnen Sie die Kraft F. Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichung mi* = F des
Massenpunkts unter der einfachen Galilei-Transformation

¥=x—vt, Y=y, =z =t (2)

(vo = const) forminvariant ist. Bestimmen Sie die Kraft in dem neuen Koordina-
tensystem. Was ist die Beziehung zur Kraft im alten Koordinatensystem?

3. Kontinuierliches System
Der Schwerpunkt léasst sich auch fiir kontinuierliche Massenverteilungen definieren,
wobei man die Summen geeignet durch Integrale ersetzt,

- 1
R= —m/dgr p(7)7, m = /d3r p(7),
wobei p(7) die Dichte am Ort 7 ist.

a)*™ Berechnen Sie die Lage des Schwerpunkts eines homogenen, geraden Kreis-
kegels (Radius der Grundfléche r, Hohe h).

b)** Andert sich das Ergebnis, wenn man die Grundfléche verindert, indem man
sie durch eine andere Fliche mit Flachenschwerpunkt in der Symmetrieachse
(z.B. Rechteck, Dreieck) ersetzt?

¢)** Berechnen Sie die Lage des Schwerpunkts eines, aus einer homogenen Tafel
ausgeschnittenen Figur, die in der Abb. 1 gezeigt wird.
Hinweis: Diese Aufgabe erfordert keine lange Rechnung, nur etwas Nachden-
ken.
Nachdenken: Versuchen Sie, sich den abgebildeten Korper als zusammen-
gesetztes Objekt aus zwei Korpern mit einfachen Symmetrieeigenschaften
vorzustellen.



Abbildung 1: Eine Scheibe mit einem Loch. Der Ursprung der beiden Kreise liegt
auf der selben Ache.

4. Zweiteilchensystem

a)*™ Wir betrachten zunéchst ein Zweiteilchensystem (Massen m; und ms) oh-
ne dusseres Potenzial und mit einem Gravitationspotenzial Vio(7, 1) =
—GHZA2 . Zeigen Sie explizit, dass die Gesamtenergie dieses Systems, der

|71 =72

Gesamtimpuls, sowie der Drehimpuls beziiglich des Schwerpunkts R erhal-
ten sind.

b)* Ist der Drehimpuls auch beziiglich anderer Punkte erhalten?

¢)™ Wir geben jetzt das System in ein rotationssymmetrisches externes Poten-

zial V(r) = $kr?, d.h. das Gesamtpotential sei Vio(71,7) + V(1) + V(7).
Uberpriifen Sie wiederum, inwiefern die Gesamtenergie, der Gesamtimpuls,

sowie der Drehimpuls gegeniiber Ursprung und Schwerpunkt erhalten sind.

5.7* Drehmatrizen
Zeigen Sie, dass die Drehmatrizen um die z-, y- und z-Achsen, jeweils um einen
infinitesimalen Winkel €, folgende Beziechungen eriillen:

Ro(€)Ry(€) = Ry(Rale) = Ro(e) — 1+ O(E).
Hinweis: Entwickeln Sie dazu zuéchst jede der Drehmatrizen bis zur zweiten Ord-
nung in e.

Blatt 2 — Einstiegsaufgaben

1’. Das Levi-Civita Symbol
Zwischen dem Epsilon-Tensor und dem Kronecker-Delta gilt die Beziehung

Oit  Oim 0
Eijk€mn = | 0ji Ojm  Ojn | = 0i0jmOkn + Oim0inOr + 0in0;i0km (3)
5kl 6km 5kn _5im5jl5kn - 5il5jn6km - 6m5]m5kl



a) Priifen Sie die Beziehung (3) fiir drei Index-Kombinationen Threr Wahl nach.

b) Zeigen Sie, dass
EijkEijn = 20k,

c) Priifen Sie folgende Identitét zwischen der Determinante einer 3 x 3 Matrix
A und das Levi-Civita Symbol nach:

det A = 5ijkAliA2jA3k-

d) Wie sollte das Levi-Civita Symbol in 1 und 2 Dimensionen aussehen? Schla-
gen Sie eine Verallgemeinerung fiir n Dimensionen vor.

2'. Galilei-Transformation
In einem Inertialsystem K breite sich eine elektromagnetische Welle aus, die der
Wellengleichung
Ou(r,t) =0

geniigt, wobei

__82+82+82 102

0z Oy? o 022 2ot
auch d’Alembert Operator genannt wird. Betrachten Sie die einfache Galilei-Transformation
K — K':

¥=x—vt, Y=y, =z =t (4)

(vg = const). Wie lautet die Wellengleichung im Koordinatensystem K'? Unter

welcher Bedingung ist die Wellengleichung ndherungsweise Forminvariant?

3’. Kontinuierliches System
Berechnen Sie die Lage des Schwerpunkts einer homogenen, gefiillten Halbkugel
mit Radius R.

4'. Konservatives Kraftfeld
Priifen Sie, ob das Kraftfeld

- 1
F = ﬁ(ax, by,cz), r=]|7]

mit den Konstanten a, b, ¢ € R fiir bestimmte Kombinationen von a, b und ¢ ein
Potential besitzt und bestimmen Sie dieses gegebenenfalls.



