Blatt 3 — Hausaufgaben
(Abgabe: 14. May, 13:15)

1. Drehungen

Ein 3-Tupel (a1, ag, a3) enthilt die Komponenten eines Vektors @ in kartesischen
Koordinaten. Beim Ubergang von einem Koordinatensystem K zu einem gedrehten
Koordinatensystem K’ transformiert es sich in ein weiteres 3-Tupel (af, aj, af),

gemaf
3
I __ E
a; = Rijaj,
Jj=1

wobei R;; die Komponenten einer orthogonalen Matrix R sind:

3 3
> RuRj =) RiyRij =0
k=1 k=1

a)* Zeigen Sie, dafl det R = =£1 gilt und interpretieren Sie die beiden Félle.
Betrachten Sie im folgenden nur den Fall det R = +1.

b)* Zeigen Sie, dafi das Skalarprodukt a - b zweier Vektoren @ und b unter Koor-
dinatentransformationen invariant ist:

3

3
1=1

=1

c)™* Zeigen Sie, dafi sich der transformierte Levi-Civita-Tensor (siehe Einstiegs-
aufgabe 1 dieses Blattes)

3 3
/
gijk: E E E RilemRknglmnu

=1 m=1n=1

als Determinante einer 3 x 3-Matrix ausdriicken 1&8t, d.h.

Ry Rji R
8;]]{‘. = RiQ Rj Rk? )
Ris Rjz Rys
und beweisen Sie die Identitit
/
Eijk = Eijk-



d)* Zeigen Sie, daf§ fiir den Levi-Civita-Tensor die folgende Darstellung gilt:

0it 0j1 Ok
Eijk = 5@'2 5]‘ 5192 . (1)
i3 0j3 O3
e)™* Zeigen Sie mit Hilfe von (1), daB sich das Produkt zweier Levi-Civita-Tensoren
durch
O Oim O
5@'jk5lmn = 5]‘ 5j 5]‘”
5kl 5km 5kn

darstellen 148t. Berechnen Sie damit die Kontraktion
3
Z €ijkEimk =7
k=1

£)** Verwenden Sie die Eigenschaften des Levi-Civita-Tensor, um die folgenden
Identitdten zu beweisen:

) ax (bxad)=0ba-é —aa-b),
i) (@xb)x (@xd)=][a-(bxd)]c—][a-(bxad)d.

Hinweis: Siehe Aufgaben 1 und 1’ aus Blatt 2.

g)* Zeigen Sie, dafl
cosp —sing 0
R=| sinp cosp 0
0 0 1

eine orthonormale Matrix ist und interpretieren Sie die dazugehorige Koor-
dinatentransformation.

2. Eindimensionales Kristallmodell

Die Massen m,, = m mit n = 0,+1,42, ... konen sich langs einer Geraden (y-
Achse) bewegen. Harmonische Federn zwischen benachbarten Massen fithren zu
den Gleichgewichtslagen 3% = an; die Linge a entspricht der Gitterkonstanten
eines Kristalls. Die Auslenkungen aus dem Gleichgewicht werden mit z,(t) =
yn(t) — y° bezeichnet:

a)* Geben Sie die Bewegungsgleichung fiir diese unendliche lineare Kette an.



b)*

Zeigen Sie, daf durch z,(t) = Qk(t) exp(ikna) eine Normalkoordinate Qg
definiert wird (k reell), also dal die Bewegungsgleichung durch dieses x,,(t)
mit Qr(t) = Ak exp(iwgt) gelost wird, und bestimmen Sie wy als Funktion
von k.

Die gefundene Losung ist durch die Wellenzahl £k charakterisiert, die zunéchst
beliebige Werte annehmen kann. Begriinden Sie, dall k& auf den Bereich
—n/a < k < m/a beschrédnkt werden kann. Skizzieren Sie die Eigenfrequen-
zen wy, = w(k) als Funktion von k. Diese Beziehung wird Dispersionsrelation
genannt.

Die physikalische Randbedingung einer endlichen Kette aus N Massen kann
durch die periodische Randbedingung z,,(t) = z,,4n(t) simuliert werden. Zu
welchen diskreten Werten von k fithrt diese Randbedingung?

3. Coriolis-Kraft

Eine Kugel der Masse m wird auf der Erde mit der Geschwindigkeit vy parallel
zum Erdboden abgeschossen. Eine Zwangskraft verhindert, daf§ die Kugel sich vom
Boden entfernt.

a)**

b)**

C)**

d)*

Berechnen Sie die Bahn ¢(¢) im nicht-rotierenden System und transformie-
ren Sie die Losung auf das rotierende System.

Berechnen Sie die Losung im rotierenden System.

Berechnen Sie mit der Annahme g’ := §—dx (I x7) &~ g eine Ndherungslosung
im rotierenden System. Welchen Fehler begeht man dabei?

Wo auf der Erde bekommt man die stirkste Auswirkung der Coriolis-Kraft?

Hinweis: Fiithren Sie Kugelkoordinaten im ruhenden und rotierenden System ein
und leiten sie die Transformationsgleichungen ab.

Blatt 3 — Einstiegsaufgaben



1’. Drehungen
Die Komponentendarstellung des Vektorproduktes ¢ = @ x b ist gegeben durch

Im gestrichten System gelte

Zeigen Sie, dafl sich das Levi-Civita-Symbol wie die Komponenten eines Tensors
dritter Stufe transformiert, also

3

3
Eije = Z Z Z R Rjm RknEimn,

=1 m=1 n=1

wenn sich ¢ wie ein Vektor transformieren soll, also

3
;= E Rijc;.
=1

2'. Foucaultsches Pendel

Ein mathematisches Pendel der Linge ¢ ist auf der Erde an einem Punkt mit Ku-
gelkoordinaten # und ¢ aufgehdngt. Es fiihrt kleine Schwingungen im Schwerefeld
der Erde aus. Leiten Sie die Bewegungsgleichung fiir die z— und y—Koordinaten
des Pendels her, wobei x in Richtung eines Breitengrades und y entlang eines
Langenkreises verlauft. Beriicksichtigen Sie dabei die Erdrotation; die Bahnbewe-
gung der Erde um die Sonne diirfen Sie dagegen vernachléssigen.

a) Rechnen Sie im rotierenden Bezugssystem Erde (d.h. berticksichtigen Sie die
Corioliskraft).

b) Rechnen Sie alternativ im Inertialsystem Sonnensystem und transformieren
Sie mittels ¥ = v’ + & x 7’ erst danach auf die erdfesten Koordinaten.
Hinweis: Sie erhalten

P4+0Pr = 2w,y
j+QPy = 2uw.1,

wobei 2 durch die Parameter des Pendels und die Schwerebeschleunigung g
bestimmt ist.



c) Zeigen Sie, dafl

xz(t) = A cos(w,t) cos(Q)
y(t) = —Asin(w,t) cos(2t)

fir w, < 2 eine Losung der Differentialgleichungen in b) ist. Dabei ist A
eine beliebige reelle Konstante. Diskutieren Sie Ihr Ergebnis.

3'. Eislaufen

Eine als masselos und reibungsfrei angenommene Eislduferin hélt am ausgestreck-
ten Arm (Lénge ¢;) je eine Hantel der Masse M. Sie dreht eine Pirouette mit der
anfinglichen Winkelgeschwindigkeit w; und zieht dann die Hanteln bis zum einem
Abstand /¢ an sich heran.

a) Warum ist der Drehimpuls L erhalten? Berechnen Sie mittels Drehimpul-
serhaltung die Winkelgeschwindigkeit sowie die Energie F = (1/2)& - L fur
jeden Punkt der Bewegung ¢; < z < {;.

b) Wir gehen nun in das Ruhesystem der Eislauferin, welches mit zeitlich verénderlicher
Winkelgeschwindigkeit rotiert. Wiederholen Sie hier die Herleitung der Schein-
krifte aus der Vorlesung und zeigen Sie, daf} eine zusétzliche Azimutalkraft
ﬁaz = —m & x 7 wirkt.

¢) Nun sollen die Hanteln nach innen gezogen werden. Fiihren Sie dazu im mit-
rotierenden Bezugssystem Polarkoordinaten ein, d.h. der Winkel ist konstant
und der Abstand eine vorgegebene Funktion p(t). Welche Kraft (Betrag und
Richtung) mufl die Eislduferin aufwenden, um die Hanteln nach innen zu
ziehen?

Hinweis: Hier sollten Sie die Ergebnisse aus a) verwenden, insbesondere w(z).

d) Skizzieren und diskutieren Sie die radiale Abhéngigkeit der Krifte, insbeson-
dere fiir den Fall z(t) = ¢; — vt, wobei v eine Konstante ist. Welche Arbeit
wird verrichtet? Zeigen Sie, da die verrichtete Arbeit konsistent mit dem
Ergebnis fiir die Energie aus (a) ist.

e) Wie weit konnen die Hanteln mit einer gegebenen konstanten Kraft ange-
zogen werden? Zeigen Sie, dafl sich die radiale Kraftkomponente durch ein
Potential Vog(p) beschreiben lidsst und geben Sie dieses an.



