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1. Green’sche Funktion des geddmpften freien Teilchens
Das freie geddmpfte Teilchen gehorcht der Bewegungsgleichung

mi + myt = F(t),

wobei F'(t) eine von auflen auf das Teilchen wirkende Kraft sei.

a)**

b)*

C)**

d)***

e)**

f)**

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen Gleichung
und berechnen Sie die kausale Green’sche Funktion G des Teilchens unter
Verwendung der Sprungbedingung fiir die Ableitung von G.

Uberpriifen Sie Ihr Resultat, indem Sie in der kausalen Green’sche Funk-
tion des geddmpften harmonischen Oszillators den Grenziibergang wy — 0
durchfiihren.

Wihlen Sie als spezielle Kraft

0 fiir <t
F.=¢ 1/e fiur to<t<tp+e .
0 fir to+e<t

Skizzieren Sie den Kraftverlauf fiir die verschiedenen Werte von € und iiberlegen
Sie sich, daf§ fiir ¢ — 0 tatséchlich eine 0-Funktion (“idealer Kraftstof”)
entsteht. Losen Sie die Bewegungsgleichungen mit der Kraft F.(¢) und mit
x(t) = 0 und #(t) = 0 fiir t < to und leiten Sie auf diesem Weg die kausale
Green’sche Funktion G her.

Die 0-Funktion 148t sich aus weiteren Funktionen durch einen Grenziibergang
darstellen. Wiederholen Sie die letzte Teilaufgabe mit

—alt—to) i >
Fa(t):{ae fir ¢t >ty

0 fiir t <ty
Wie ist der Grenziibergang hier zu wéhlen?

Das Teilchen sei beim Einschalten einer dufleren Kraft F'(t) zur Zeit t = t,
am Ort xy und habe die Geschwindigkeit iy. Wie lautet die Losung der
Bewegungsgleichung fiir ein beliebiges F'(t)? Interpretieren Sie diese Formel
fiir x(t).

Auf das Teilchen, das zunédchst bei x = 0 in Ruhe sei, wirke nun ab ¢t = 0
die Kraft F'(t) = Fysin(wt + ¢). Wie bewegt sich das Teilchen fiir £ > 07
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g)* Diskutieren Sie das Resultat von f) und machen Sie klar, dafl das Ergebnis
sinnvoll ist. Wie verhélt sich die Losung fiir grofie Zeiten t7

Hinweis: Es ist moglich, aber recht langlich, die Methode der Variation der Kon-
stanten fiir die Aufgabenteile a), ¢) und d) anzuwenden. Es ist einfacher, die je-
weiligen allgemeinen Losungen fiir ¢t < to und ¢ > t; [bzw. in Augabenteil ¢) fur
t < tg, to <t <top+eund ty+ € < t] zu finden und an ¢y [bzw. t, und ¢ty + € in
Augabenteil c)] anzupassen. Fiir Aufgabenteile ¢) und d) miissen dabei (vor den
Grenziibergiangen) x(t) und @(t) stetig sein, wahrend man sich fiir die Green’sche
Funktion in Aufgabenteil a) die korrekten Sprungbedingung iiberlege.

2. Massenpunkte auf konzentrischen Ringen

Zwei Massenpunkte konnen sich reibungsfrei auf zwei konzentrischen Ringen (Ra-
dien 7 und R) bewegen. Die beiden Massenpunkte sind durch eine masselose Stange
der Lénge L verbunden. Es wirkt die Erdbeschleunigung g = —gé,.

Y

Ry

a)™ Stellen Sie die Lagrangegleichungen 1. Art auf.

b)** Bestimmen Sie die Gleichgewichtslage der Massen zum einen aus den Lagran-
gegleichungen und zum anderen aus der Bedingung Upot = mg(y1 + y2) =
mimimal.

3. Auf schiefen Ebene
Ein Massenpunkt gleitet reibungsfrei auf einer schiefen Ebene, die in z-Richtung
beschleunigt wird, a(t) = bt?/2. Die Neigung « der schiefen Ebene ist konstant.

a)* Stellen Sie die Zwangsbedingung und die Lagrangegleichung 1. Art auf.



a(t)

b)** Losen Sie die Bewegungsgleichungen und bestimmen Sie die Zwangskrifte.

Blatt 4 — Einstiegsaufgaben

1’. 6-Funktion

a) Eine weitere Moglichkeit der Darstellung der §-Funktion ist:

Rechnen Sie explizit nach, daB tatséchlich [ dzd(x) =1 gilt.
b) Zeigen Sie, daf (2 — a?) = (6(z — a) + 6(x + a)) /(2]a]) gilt.
c¢) Definieren Sie analog zu (1) die “Ableitung”der ¢-Funktion,

() = lim & L
6($)_1£%7dex2+62’ 2

und zeigen Sie, daf fiir stetig differenzierbare Funktionen f(z) gilt:

/ T ded(e — w0) fla) = —f(x0).

2'. Green’sche Funktion
Fiithren Sie den fehlenden Beweis aus der Vorlesung durch: Wir betrachten einen

geddmpften harmonischen Oszillator, wobei der aperiodische Grenzfall ausgeschlos-
sen sei. Zeigen Sie, dafl

flirt <0
(e)‘+t — e)‘*t) firt >0 (3)




eine kausale Green’sche Funktion ist, d.h. die folgende Differentialgleichung 16st:
mij+Dn+kn=Adt).

Dabei gilt:
D D2 k
A = —— £/ —
* 2m 4m?2  m

3. Bewegung auf Schraubenlinie

Wir betrachten einen Massenpunkt im Schwerefeld, der sich auf einer Schraube
mit Radius R und Ganghohe h bewegen kann. Die Ganghohe ist dabei definiert
als Abstand zweier Windungen. Wir nehmen an, dafl die Schraubenachse parallel
zur Erdanziehungskraft ist.

a) Im Folgenden verwenden Sie immer Zylinderkoordinaten, wobei die z-Achse
parallel zur Schraubenachse gewé#hlt wird. Geben Sie in Zylinderkoordina-
ten an: i) potentielle Energie, ii) kinetische Energie sowie iii) die zwei un-
abhéngigen holonomen Zwangsbedingungen.

b) Stellen Sie die Lagrange-Gleichungen erster Art mit diesen Zwangsbedingun-
gen auf. Zeigen Sie dabei zunéchst, dafl die Beschleunigung @ in Zylinderko-
ordinaten folgende Form hat:

i = (p— pd®) &, + (20 + 9p) €4 + Z 6.

c¢) Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir die Anfangsbedingung #(0) = 0, ¢(0) =
0 und z(0) = 0.

d) Berechnen Sie die Zwangskréifte, welche die Schraube zu erbringen hat, als
Funktion der Zeit.

e) Uberlegen Sie sich, ob die z-Komponente des Drehimpulses erhalten ist.



