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hvitaly.golova
h�physik.lmu.deBlatt 7 � Hausaufgaben(Abgabe: 18. Juni, 13:15)1. Lagrange-Gl. 2. Art für zwei-dimensionales PendelWir betra
hten ein s
hwingendes, 2-dimensionales mathematis
hes Pendel [Punkt-masse m, Länge l, Aufhängepunkt am Ursprung bei (x, y, z) = (0, 0, 0), S
hwer-kraft in negative z-Ri
htung℄, und wählen x und y als verallgemeinerte Koordina-ten.a)* Geben Sie die Lagrange-Funktion L(x, y, ẋ, ẏ) an.b)* Betra
hten Sie den Limes kleiner S
hwingungen, d.h. x, y ≪ ℓ und ẋ, ẏ ≪√
gℓ, und entwi
keln Sie die Lagrange-Funktion bis zur quadratis
hen Ord-nung in x,ẋ, y, ẏ. Zeigen Sie insbesondere, dass alle von ż2 abstammendeTerme verna
hlässigt werden können. [Hinweis: das Ergebnis hat die Formder Lagrange-Funktion für einen 2-dimensionalen harmonis
hen Oszillator!℄
)* Stellen Sie die Lagrange-Glei
hung 2. Art auf und geben Sie die allgemeineForm der Lösung an.d)* Wenn Polarkoordinaten (ρ, ϕ) verwendet werden, ist ρ2ϕ̇ = const. (Drehim-pulserhaltung). Zeigen Sie, dass die in (
) angegebene Lösung diese Eigen-s
haft aufweist. Unter wel
hen Umständen ist ϕ̇ = 0 ? [Hinweis: Zeigen Siezunä
hst, dass aus der De�nition von ϕ allgemein ρ2ϕ̇ = (xẏ−yẋ) folgt, undnutzen Sie diese Form, um ϕ̇ zu bere
hnen.℄2. Fou
aults
hes Pendel (zum Zweiten)(Siehe au
h Aufgabe 2′ von Blatt 3)Ein mathematis
hes Pendel [Masse m, Länge ℓ℄ sei auf der Erde an einer Turmspit-ze mit Koordinatenvektor ~R = Rêr (in Kugelkoordinaten r, θ und ϕ bezügli
h desErdmittelpunkts) aufgehängt. Es führe kleine S
hwingungen im S
hwerefeld derErde aus. In einem raumfesten Inertialsystem O′ [mit Ursprung am Erdmittelpunktund Cartesis
hen, d.h. zeitunabhängigen Basisvektoren ê′i℄ sei der Pendelmassen-punkt dur
h den Cartesis
hen Koordinatenvektor ~r ′(t) =

∑

3

i=1
x′

i(t)ê
′
i bes
hrieben.Seine kinetis
he und potenzielle Energie sind T = 1

2
m

(

~̇r ′
)2 und U = −

(

mMg
|~r ′|

).Die Erde rotiere mit Winkelges
hwindigkeit ~ω = ωê′
3
.Im Folgenden soll die Pendelbewegung aus Si
ht eines mit der Erde mitrotierendenBezugsystems O, mit Ursprung in der Turmspitze und zeitabhängigen Basisvek-toren ê1 = êθ, ê2 = êϕ und ê3 = êr, betra
htet werden. Dazu bes
hreiben wir diePendelposition dur
h ~r(t) =

∑

3

i=1
xi(t)êi(t), mit ~r = ~r ′− ~R und |~r| = l, und wählendie Komponenten x1 und x2 als verallgemeinerte Koordinaten.Sommersemester 2007 1 LMU Mün
hen



a)∗ Finden Sie x3 als Funktion von x1 und x2.b)∗ Zeigen Sie, dass unter Verna
hlässigung von Termen proportional zu ω2(warum ist dies zulässig?!!) die kinetis
he Energie des Pendels wie folgt ge-s
hrieben werden kann:
T =

1

2
m

[

~̇r
2

+ 2
(

~R + ~r
)

·
(

~̇r × ~ω
)

]

.
)∗∗ Betra
hten Sie kleine S
hwingungen d.h. x1, x2 ≪ ℓ und ẋ1, ẋ2 ≪
√

gℓ.Zeigen Sie, dass die Lagrange-Funktion, entwi
kelt bis zur zweiten Ordnung(in diesen kleinen Gröÿen), folgende Form hat:
L(x1, x2, ẋ1, ẋ2) =

m

2

[

ẋ2

1
+ ẋ2

2
+ 2ω cos θ(x1ẋ2 − x2ẋ1) + 2ω sin θẋ2(R − l)

−(g/ℓ)(x2 + y2)
]

. (1)d)∗ Interpretieren Sie den Term 2ω sin θẋ2(R − l) physikalis
h.e)∗∗ Stellen Sie die Lagrangeglei
hungen 2. Art für ẍ1 und ẍ2 auf. Zeigen Sie, dasssie mittels des komplexen Ansatzes ξ = x1 + ix2 zu einer Glei
hung der Form
ξ̈ + i2γξ̇ + Ω2ξ = 0 zusammengefasst werden können und bestimmen Sie γund Ω.f)∗∗ Lösen Sie die Glei
hung für ξ̈ und bestimmen Sie die 2-dimensionale (zurErdober�ä
he parallele) Bahnkurve ~r‖(t) = (x1(t), x2(t)) der Pendelmasseim Bezugsystem O für den Fall, dass deren S
hwingbewegung vom Punkt
(x1, x2) = (x10, 0) mit Anfangsges
hwindigkeit (ẋ1, ẋ2) = (0, 0) beginnt.g)∗ Skizzieren und interpretieren Sie die von O gesehene Bahnkurve ~r‖(t).2



h)∗∗∗ Drü
ken Sie [als Alternative zum Lösungsweg der S
hritte (a) bis (d)℄ dieLagrange-Funktion L = L(~r‖, ~̇r‖) dur
h die 2-dimensionalen Vektoren ~r‖(t) =
∑

2

i=1
xi(t)êi(t) und ~̇r‖ aus. S
hreiben Sie die Lagrange-Glei
hungen 2. Art alsVektorglei
hung für ~̈r‖. Zeigen Sie, dass diese Glei
hung äquivalent zu denin (e) erhaltenen Glei
hungen ist.3. Minimale Flä
he zwis
hen zwei KreisenEine Seifenhaut ist zwis
hen zwei Kreisen eingespannt (siehe Abbildung). Wegender Ober�ä
henspannung ist die Ausdehnung dieser Haut die geringst mögli
he.Wie sieht die Seifenhaut aus, d.h. was für eine Form hat y(x)?

y

x

y(x)

dx

ds =
√

dx2 + dy2

a)∗∗ Bestimmen Sie die Flä
he S zwis
hen den Kreisen für eine beliebige Funktion
y(x) und geben Sie das Funktional S[y(x)] an.Hinweis: dS = 2πyds, wobei ds =

√
dx2 + dy2.b)∗∗ Stellen Sie die Euler-Lagrange-Glei
hung für S[y(x)] auf.
)∗∗ Lösen Sie die Euler-Lagrange-Glei
hung und bestimmen Sie y(x) für dieRandbedingungen: y(−L/2) = R und y(L/2) = R. Es rei
ht eine transzen-dente Glei
hung für die Integrationskonstante zu bekommen.Hinweis: Nutzen Sie eine neue Unbekannte h = dy

dx
, um die GDG 2. Ord-nung zu eine 1. Ordnung zu reduzieren. Dann verwenden Sie die Substitution

g = h2 und Sie erhalten die Glei
hung
dg

dy

1

1 + g
=

2

y
.3



Dana
h, integrieren Sie diese Glei
hung, setzen Sie g → h2, und Sie erhalten
h =

√

A2y2 − 1.Setzen Sie h → dy
dx

und integrieren Sie die Glei
hung unter Benützung von
∫ dx√

x2 − 1
= acrcosh(x) + const.

Blatt 7 � Beispielaufgaben1′. Lagrange-Gl. 2. Art für ebenes PendelWir betra
hten ein in der x-z-Ebene s
hwingendes mathematis
hes Pendel [Punkt-masse m, Länge l, Aufhängepunkt am Ursprung bei (x, z) = (0, 0), S
hwerkraft innegative z-Ri
htung℄, und wählen x als verallgemeinerte Koordinate.a) Geben Sie die Lagrange-Funktion L(x, ẋ) an.b) Betra
hten Sie den Limes kleiner S
hwingungen, d.h. x ≪ ℓ und ẋ ≪
√

gℓ,und entwi
keln Sie die Lagrange-Funktion bis zur quadratis
hen Ordnungin x und ẋ (d.h. verna
hlässigen Sie Terme der Ordnung x3, x2ẋ, xẋ2, ẋ3).Zeigen Sie insbesondere, dass alle von ż2 abstammende Terme verna
hlässigtwerden können. [Hinweis: das Ergebnis hat die Form der Lagrange-Funktionfür einen 1-dimensionalen harmonis
hen Oszillator!℄
) Stellen Sie die Lagrange-Glei
hung 2. Art auf und geben Sie die allgemeineForm der Lösung an.2′. Mathematis
he Fingerübung: ∂
∂~r

von Skalar- und SpatproduktZeigen Sie explizit, dass folgende Identitäten gelten:
∂

∂~r
(~r · ~A) = ~A ,

∂

∂~r

[

(~r × ~A) · ~B
]

=
∂

∂~r

[

( ~A × ~B) · ~r
]

= ~A × ~B .
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3′. Ruhendes Teil
hen, betra
htet aus rotierendem BezugssystemIn einem raumfesten Inertialsystem O′ [mit Cartesis
hen, d.h. zeitunabhängigenBasisvektoren ê′i℄ sei ein freier Massenpunkt (Masse m) dur
h den Cartesis
henKoordinatenvektor ~r ′(t) =
∑

3

i=1
x′

i(t)ê
′
i bes
hrieben. Die entspre
hende Lagrange-Funktion lautet L

(

~̇r
′)

= 1

2
m

(

~̇r
′)2. Von einem mit Winkelges
hwindigkeit ~ω umden Ursprung von O′ rotierenden Bezugszstem O [mit zeitabhängigen Basisvek-toren êi(t), und d

dt
êi = ~ω × êi℄ aus betra
htet, sei seine Position dur
h den Ko-ordinatenvektor ~r(t) =

∑

3

i=1
xi(t)êi(t) bes
hrieben. Wählen Sie im Folgenden dieKomponenten xi als verallgemeinerte Koordinaten.a) Zeigen Sie, dass die Lagrange-Funktion des Massenpunkts im rotierendenKoordinatensystem folgende Form hat:

L(~r, ~̇r) =
1

2
m

[

~̇r
2

+ 2~r ·
(

~̇r × ~ω
)

+ (~r × ~ω) · (~r × ~ω)
]

. (2)b) Die Lagrange-Glei
hungen 2. Art sind in Vektornotation dur
h d
dt

∂L

∂~̇r
= ∂L

∂~rgegeben. Leiten Sie hieraus eine Vektorglei
hung für ~̈r ab, und interpretierenSie die resultierenden Kräfte. [Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe (2)' !℄
) Wir betra
hten vortan auss
hliessli
h eine Rotation mit konstanter Winkel-ges
hwindigkeit um die ê′
3
-A
hse, d.h. ~ω = ωê′

3
, wählen Zylinderkoordinaten

(ρ, ϕ, z) mit ϕ = ωt, und benutzen ê1 = êρ, ê2 = êϕ und ê3 = êz als Basisvek-toren (zeitabhängig, weil ϕ = ωt !) für das rotierende System O. Zeigen Sie,dass die Lagrange-Funktion von Gl.(2) wie folgt ges
hrieben werden kann:
L =

1

2
m

[

ẋ2

1
+ ẋ2

2
+ ẋ2

3
+ 2ω (x1ẋ2 − x2ẋ1) + ω2

(

x2

1
+ x2

2

)]

. (3)d) Geben Sie eine alternative Herleitung von Gl.(3), ausgehend von L
(

~̇r
′)

=

1

2
m

(

~̇r
′)2, indem Sie zunä
hst die raumfesten Cartesis
hen Koordinaten x′

i(t)als Funktionen der mitrotierenden Koordinaten xi(t) ausdrü
ken, und danndie Cartesis
hen Ges
hwindigkeiten ẋ′
ibere
hnen.e) Stellen Sie, ausgehend von Gl.(3), Lagrange-Glei
hungen 2. Art für ẍ1, ẍ2und ẍ3. auf. Zeigen Sie, dass diese äquivalent zum Ergebnis von (b) sind.f) Lösen Sie die Lagrange-Glei
hungen von (e) und bestimmen Sie ~r(t) für denFall, dass der Massenpunkt im Inertialsystem O′ am Punkt (x′

1
, x′

2
, x′

3
) =

(x10, 0, 0) ruht. Skizzieren Sie die von O gesehene Bahnkurve ~r(t). [Hinweis:5



Zeigen Sie zunä
hst, dass die Lagrange-Glei
hungen für ẍ1 und ẍ2 si
h mittelsdes komplexen Ansatzes ξ = x1 + ix2 als eine einzige komplexe Glei
hung derForm ξ̈ + i2ωξ̇ − ω2ξ = 0 s
hreiben lassen, lösen Sie diese mit dem Ansatz
ξ(t) = ξ0e

iλt und bestimmen Sie ξ0 dur
h Berü
ksi
htigung der Anfangs-bedingungen. Die gesu
hte Bahnkurve kann dann mittels x1 = Re [ξ] und
x2 = Im [ξ] gefunden werden.℄
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