Ubungen zur T1: Klassische Mechanik
Prof. Dr. Jan von Delft Dr. Vitaly N. Golovach
Theresienstr. 37, Zi. 420 vitaly.golovach@physik.lmu.de

Blatt 7 — Hausaufgaben
(Abgabe: 18. Juni, 13:15)

1. Lagrange-Gl. 2. Art fiir zwei-dimensionales Pendel

Wir betrachten ein schwingendes, 2-dimensionales mathematisches Pendel [Punkt-
masse m, Linge [, Aufthdngepunkt am Ursprung bei (z,y,z) = (0,0,0), Schwer-
kraft in negative z-Richtung|, und wéhlen x und y als verallgemeinerte Koordina-
ten.

a)* Geben Sie die Lagrange-Funktion L(z,y, &, 7) an.

b)* Betrachten Sie den Limes kleiner Schwingungen, d.h. z,y < ¢ und &,y <
Vv/g?, und entwickeln Sie die Lagrange-Funktion bis zur quadratischen Ord-
nung in w,%,y,9. Zeigen Sie insbesondere, dass alle von 2% abstammende
Terme vernachlissigt werden konnen. [Hinweis: das Ergebnis hat die Form
der Lagrange-Funktion fiir einen 2-dimensionalen harmonischen Oszillator!]

¢)* Stellen Sie die Lagrange-Gleichung 2. Art auf und geben Sie die allgemeine
Form der Loésung an.

d)* Wenn Polarkoordinaten (p, ¢) verwendet werden, ist p?p = const. (Drehim-
pulserhaltung). Zeigen Sie, dass die in (c) angegebene Losung diese Eigen-
schaft aufweist. Unter welchen Umsténden ist ¢ = 0 ? [Hinweis: Zeigen Sie
zuniéichst, dass aus der Definition von ¢ allgemein p*>¢ = (zy —y) folgt, und
nutzen Sie diese Form, um ¢ zu berechnen.|

2. Foucaultsches Pendel (zum Zweiten)

(Siehe auch Aufgabe 2’ von Blatt 3)

Ein mathematisches Pendel [Masse m, Lange /| sei auf der Erde an einer Turmspit-
ze mit Koordinatenvektor B = Ré, (in Kugelkoordinaten 7, # und ¢ beziiglich des
Erdmittelpunkts) aufgehéingt. Es fiithre kleine Schwingungen im Schwerefeld der
Erde aus. In einem raumfesten Inertialsystem O’ [mit Ursprung am Erdmittelpunkt
und Cartesischen, d.h. zeitunabhéingigen Basisvektoren ¢}] sei der Pendelmassen-
punkt durch den Cartesischen Koordinatenvektor 7/(t) = >0, %(t)é; beschrieben.

Seine kinetische und potenzielle Energie sind 7" = %m (?’)2 und U = — (”T?J‘fl‘g)
Die Erde rotiere mit Winkelgeschwindigkeit & = wés.

Im Folgenden soll die Pendelbewegung aus Sicht eines mit der Erde mitrotierenden
Bezugsystems O, mit Ursprung in der Turmspitze und zeitabhingigen Basisvek-
toren €; = €y, €2 = €, und €3 = ¢,, betrachtet werden. Dazu beschreiben wir die
Pendelposition durch 7(t) = Y3 2;(t)é;(t), mit 7 = 7' — R und |7] = [, und wihlen
die Komponenten z; und xy als verallgemeinerte Koordinaten.
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C)**

d)*

e)**

f)**

g)"

Finden Sie x3 als Funktion von x; und x,.

Zeigen Sie, dass unter Vernachlissigung von Termen proportional zu w?

(warum ist dies zuldssig?!!) die kinetische Energie des Pendels wie folgt ge-
schrieben werden kann:

7= o [ 42 (R ) (7 )

Betrachten Sie kleine Schwingungen d.h. xy,zo < ¢ und iy,4y < /g/.
Zeigen Sie, dass die Lagrange-Funktion, entwickelt bis zur zweiten Ordnung
(in diesen kleinen Grofen), folgende Form hat:

L(xy, 0,21, 59) = % {xf + &2 + 2w cos O(x1 iy — xod1) + 2w sin O (R — 1)
~(g/0" + 7). (1)
Interpretieren Sie den Term 2w sin #i9(R — [) physikalisch.

Stellen Sie die Lagrangegleichungen 2. Art fiir 27 und 25 auf. Zeigen Sie, dass
sie mittels des komplexen Ansatzes § = x; + iz zu einer Gleichung der Form
£ 4 i2v€ + Q%¢ = 0 zusammengefasst werden konnen und bestimmen Sie v
und €2.

Losen Sie die Gleichung fiir £ und bestimmen Sie die 2-dimensionale (zur
Erdoberfliche parallele) Bahnkurve 7)(t) = (21(t), 22(t)) der Pendelmasse
im Bezugsystem O fiir den Fall, dass deren Schwingbewegung vom Punkt
(21, x2) = (710, 0) mit Anfangsgeschwindigkeit (i1, @2) = (0,0) beginnt.

Skizzieren und interpretieren Sie die von O gesehene Bahnkurve 7j(%).
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Driicken Sie |als Alternative zum Losungsweg der Schritte (a) bis (d)] die
Lagrange-Funktion L = L(7j, 7j|) durch die 2-dimensionalen Vektoren 7} (t) =

2 | 2;(t)é;(t) und 7 aus. Schreiben Sie die Lagrange-Gleichungen 2. Art als
Vektorgleichung fiir 7. Zeigen Sie, dass diese Gleichung dquivalent zu den
in (e) erhaltenen Gleichungen ist.

3. Minimale Flache zwischen zwei Kreisen

Eine Seifenhaut ist zwischen zwei Kreisen eingespannt (siehe Abbildung). Wegen
der Oberflachenspannung ist die Ausdehnung dieser Haut die geringst mogliche.
Wie sieht die Seifenhaut aus, d.h. was fiir eine Form hat y(x)?

a)**

b)**

C)**

A 2/

Bestimmen Sie die Fliche S zwischen den Kreisen fiir eine beliebige Funktion
y(x) und geben Sie das Funktional S[y(z)] an.
Hinweis: dS = 2wyds, wobei ds = v/dx? + dy?.

Stellen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung fiir S[y(x)] auf.

Losen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung und bestimmen Sie y(z) fir die
Randbedingungen: y(—L/2) = R und y(L/2) = R. Es reicht eine transzen-
dente Gleichung fiir die Integrationskonstante zu bekommen.
Hinweis: Nutzen Sie eine neue Unbekannte h = %7 um die GDG 2. Ord-
nung zu eine 1. Ordnung zu reduzieren. Dann verwenden Sie die Substitution
g = h? und Sie erhalten die Gleichung

dg 1 2

dyl+g o
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Danach, integrieren Sie diese Gleichung, setzen Sie g — h?, und Sie erhalten

h=\/A%y? — 1.

9% ynd integrieren Sie die Gleichung unter Beniitzung von

Setzen Sie h — -
X

= acrcosh(zx) + const.

[

Blatt 7 — Beispielaufgaben

1’. Lagrange-Gl. 2. Art fiir ebenes Pendel

Wir betrachten ein in der z-z-Ebene schwingendes mathematisches Pendel [Punkt-
masse m, Liange [, Aufthingepunkt am Ursprung bei (z, z) = (0,0), Schwerkraft in
negative z-Richtung|, und wihlen x als verallgemeinerte Koordinate.

a) Geben Sie die Lagrange-Funktion L(x, %) an.

b) Betrachten Sie den Limes kleiner Schwingungen, d.h. z < ¢ und & < /g/,
und entwickeln Sie die Lagrange-Funktion bis zur quadratischen Ordnung
in z und # (d.h. vernachlissigen Sie Terme der Ordnung =3, 2%, z2?, 23).
Zeigen Sie insbesondere, dass alle von z? abstammende Terme vernachléssigt
werden konnen. [Hinweis: das Ergebnis hat die Form der Lagrange-Funktion
fiir einen 1-dimensionalen harmonischen Oszillator!]

c¢) Stellen Sie die Lagrange-Gleichung 2. Art auf und geben Sie die allgemeine
Form der Loésung an.

2. Mathematische Fingeriibung;: a% von Skalar- und Spatprodukt

Zeigen Sie explizit, dass folgende Identititen gelten:

%(*.E):E, a%[(ij).f}]:%[(Axé)-f]:ffxé.



3’. Ruhendes Teilchen, betrachtet aus rotierendem Bezugssystem

In einem raumfesten Inertialsystem O’ [mit Cartesischen, d.h. zeitunabhéngigen
Basisvektoren ¢é| sei ein freier Massenpunkt (Masse m) durch den Cartesischen
Koordinatenvektor 7 (t) = >°;_, #4(t)é; beschrieben. Die entsprechende Lagrange-

Funktion lautet L (T_’! ) = %m (f! )2. Von einem mit Winkelgeschwindigkeit & um
den Ursprung von O’ rotierenden Bezugszstem O |mit zeitabhingigen Basisvek-
toren é;(t), und £é; = & x &) aus betrachtet, sei seine Position durch den Ko-
ordinatenvektor 7(¢) = 2_, 2;(t)é;(t) beschrieben. Wiihlen Sie im Folgenden die
Komponenten z; als verallgemeinerte Koordinaten.

a) Zeigen Sie, dass die Lagrange-Funktion des Massenpunkts im rotierenden
Koordinatensystem folgende Form hat:

L(F,F*):%m[FerQP(?x&)+(?x<ﬁ)~(?x<ﬁ) . (2)

4oL _ L
dt o7~ OF

gegeben. Leiten Sie hieraus eine Vektorgleichung fiir F ab, und interpretieren
Sie die resultierenden Krifte. [Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe (2)’ ]

b) Die Lagrange-Gleichungen 2. Art sind in Vektornotation durch

¢) Wir betrachten vortan ausschliesslich eine Rotation mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit um die é} -Achse, d.h. J = wé}, wihlen Zylinderkoordinaten
(p, ¢, 2) mit ¢ = wt, und benutzen é = ¢,, é; = é, und é3 = €, als Basisvek-
toren (zeitabhingig, weil p = wt !) fiir das rotierende System O. Zeigen Sie,
dass die Lagrange-Funktion von Gl.(2) wie folgt geschrieben werden kann:

1 . . . . .
L= 3 {ZL’% + &2+ B2+ 2w (31 0y — Do) + w2 (:Bf + x%)} . (3)

d) Geben Sie eine alternative Herleitung von Gl.(3), ausgehend von L (f!) =
N2
sm (f! ) , indem Sie zunéchst die raumfesten Cartesischen Koordinaten ()
als Funktionen der mitrotierenden Koordinaten z;(¢) ausdriicken, und dann
die Cartesischen Geschwindigkeiten i;berechnen.

e) Stellen Sie, ausgehend von Gl.(3), Lagrange-Gleichungen 2. Art fiir &, &
und Z3. auf. Zeigen Sie, dass diese dquivalent zum Ergebnis von (b) sind.

f) Losen Sie die Lagrange-Gleichungen von (e) und bestimmen Sie 7(¢) fiir den
Fall, dass der Massenpunkt im Inertialsystem O’ am Punkt (2},},2%) =
(210, 0,0) ruht. Skizzieren Sie die von O gesehene Bahnkurve 7(¢). [Hinweis:
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Zeigen Sie zunéchst, dass die Lagrange-Gleichungen fiir #; und &, sich mittels
des komplexen Ansatzes { = x1 +1ixy als eine einzige komplexe Gleichung der
Form & + i2wé — w2 = 0 schreiben lassen, 16sen Sie diese mit dem Ansatz
£(t) = &e™ und bestimmen Sie & durch Beriicksichtigung der Anfangs-
bedingungen. Die gesuchte Bahnkurve kann dann mittels ;1 = Re[¢] und
xo = I'm [€] gefunden werden. |



