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Blatt 8 — Hausaufgaben
(Abgabe: 25. Juni, 13:15)

1. Lorenzkraft

a)**

Zeigen Sie, daf} fiir verallgemeinerte Krifte, die durch eine geschwindigkeits-
abhéingige Funktion U(g;, ¢;) als

ou d (oU
= 4 = 1
Q] 8%‘ * dt (8%) ( )

angegeben werden konnen, die Lagrange-Gleichungen die gewohnliche Form

haben:
d (oL 0L
dt 8% 8%‘ o

Dabei ist L(q;,q¢;) = T(4;) — U(gj,q;). Die Funktion U(g;, ¢;) heist “verall-
gemeinertes Potential”.

Wir betrachen ein geladenes freies Teilchen (elektrische Ladung ¢), das sich
in einem ort- und zeitabhéngigen elektromagnetischen Feld (elektrisches Feld
E | magnetisches Feld B) bewegt. Die Lagrange-Funktion des Teilchens hat
die Form

L(r, i t) = %79 —gb+ %A P

wobel ¢ = ¢(r,t) das Skalar- und A = A(r,t) das Vektor-Potential ist. Es
gilt:

E = - V¢p————
B = VxA,

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. Stellen Sie die Euler-Lagrange-Gleichungen
(in Vektornotation) auf; zeigen Sie, dafi das Ergebnis die Form

mr = F

hat, wobei F' durch die Lorenzkraft
1.
qu(E—l—;pr), (2)

gegeben ist.
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¢)* Schreiben Sie L = T'—U und berechnen Sie die verallgemeinerte Kraft mittels
Gl. (1). Ist das Ergebnis konsistent mit Gl. (2)?

2. Kreissegment

A und B seien zwei Punkte mit den Koordinaten A(—L/2,0) und B(L/2,0) auf
der (z,y)-Ebene. y = f(z) sei eine Kurve der Léinge [, die die Punkte A und B
verbindet: y(—L/2) = y(L/2) = 0. Der Flidcheninhalt der zwischen der Kurve y(z)
und der geraden Verbindugslinie AB eingeschlossen ist, kann als ein Funktional
Sly(x)] ausgedriickt werden.

a)* Geben Sie das Funktional S[y(x)] an.
b)* Stellen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung fur S[y(x)] auf.

c)™ Losen Sie die Euler-Lagrange-Gleichung und bestimmen Sie die Funktion
y(x), die den Flécheninhalt S fiir eine bestimmter Lénge | maximiert.

d)* Sie bekommen ein Kreissegment. Was ist der Radius des Kreissegments?

3. Noethersches Theorem

Wir betrachten homogene Massenverteilungen, die ein Gravitationsfeld erzeugen.
Ein Massenpunkt bewege sich im dreidimensionalen Raum in diesem Gravitations-
feld. Berechnen Sie mit dem Noetherschen Theorem unter Angabe der Symmetrie-
transformationen explizit die jeweiligen Erhaltungsgrofien fiir diesen Massenpunkt.
Sie miissen die (offensichtliche) Energieerhaltung dabei nicht jedesmal angeben.

a)* Homogene Massenverteilung in der Halbebene z = 0,y > 0

b)* Homogene Massenverteilung innerhalb eines Zylinders endlicher Lénge mit
Rotationsachse entlang der z-Achse

¢)* Homogene Massenverteilung auf einer Schraubenlinie mit Ganghohe h, ori-
entiert in z-Richtung.

4. Wellengleichung

Eine Saite wird an beiden Enden zwischen zwei Punkten A(—L/2,0) und B(L/2,0)
festgehalten und durch eine konstante Kraft F' gespannt. Wir betrachen transver-
sale Schwingungen der Saite aulerhalb des Gravitationsfeldes. Die Auslenkung an
der Stelle x zur Zeit ¢ wird y(x,t) genannt. Die Saite hat eine Gleichgewichtslédnge
[ < L und eine lineare Massenbelegung 7.



a)*

b)**

d)**

Zeigen Sie, dafl die kinetische Energie

L)2
T=1 / .
2 ) 1)

entspricht

Leiten Sie die potentielle Energie fiir den Fall der kleinen Schwingungen ab.
Ergebnis: Sie bekommen

L/2
V= F/ V' 1+ (dy/dx)?dx + const.

L/2

Hinweis: Beachten Sie, dafl sich die Lénge der Saite bei der Auslenkung um
AL:/ dz? + dy?> — L.

andert. Betrachten Sie nur einen speziellen Fall der kleinen Schwingungen:
wenn die Langendnderung AL klein ist im Vergleich mit (L — [), dann ist
die Spannung homogen iiber die Lénge der Saite verteilt und man kann die
potentielle Energie durch AL ausdriicken.

In der Kontinuumsmechanik ist die Lagrange-Funktion ein Funktional von
dem Koordinatenfeld y(z, t) und wird deshalb nicht oft benutzt. Dann spricht
man von einer Lagrangedichte £, die fiir ein Koordinatenfeld y(z,t) durch
die Wirkung

Sly(z,t)] = // L(y,y', y,x,t)dzdt

definiert ist, wobei ¢y = dy/0z und y = dy/0t. Geben Sie die Lagrangedichte
fiir den Fall kleiner Schwingungen der Saite an.

Hinweis: Sie miissen die potentielle Energie bis zur zweiten Ordnung von
y'(x,t) unter dem Integral entwickeln.

Leiten Sie die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die Lagrangedichte L(y, v/, v, z, t)
ab.

Hinweis: Beachten Sie, daf die Wirkung S[y(z, t)] durch eine Integration tiber
die zweidimensionale “Zeitvariable” t = (z,t) entsteht. Wiederholen Sie die
Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichungen nach den Schritten in der Vor-
lesung oder in einem Buch, aber unter dem Umstand daf ¢ — (z,1).
Ergebnis: Fiir den Fall mehrerer Felder ¢ = {¢;} und Zeitkoordinaten ¢t = {t;}
bekommt man (siehe z.B. T. FlieBbach, ”Mechanik”, 3. Aufl. 1999, Seite 97)

S0 o or
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wobei in unserem Fall ¢ = (y) und ¢t = (z, t).

Stellen Sie fiir die in c¢) hergeleitete Lagrangedichte die Euler-Lagrange-
Gleichung auf.
Ergebnis: Sie erhalten die sogenannte “Wellengleichung”

Py 10%

or2  2or
mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢ = \/F/7.

Priifen Sie nach, dafl y(z,t) = fi(x — ct) + fo(z + ct) mit zwei beliebegen
zweifach differenzierbare Funktionen fi(z) und fa(z) eine Losung der Wel-
lengleichung ist.

Stellen Sie fiir y(x,t) = fi(x — ct) + fo(x + ct) eine Fourierreihe auf, wobei
die koeffizienten diirfen beliebig gelassen werden. Verwenden Sie die Rand-
bedingungen y(+L/2) = 0 und y(£L/2) = 0 um die Eigenmoden der Welle
abzuleiten. Bestimmen Sie auch die Eigenfrequenzen.

Ergebnis: Sie bekommen symmetrische y(z,t) = y(—=z,t) und antisymme-
trische y(x,t) = —y(—=z,t) Eigenmoden die “stehenden Wellen” genannt
werden. Umordnen Sie die Fourierreihen so dafl Sie bekommen Terme o
cos(nkx) sin(nckt + ¢,,) fiir die symmetrische stehende Wellen und Terme
x sin(mkz) sin(mckt + 0,,,) fiir die antisymmetrische stehende Wellen. Be-
stimmen Sie die erlaubten &k € R, n € N, und m € N aus der Randbedin-
gungen.

Blatt 8 — Einstiegsaufgaben

1’. Kreis
Bestimmen Sie die geschlossene Kurve die fiir eine bestimmte Kurvenlénge [ die
maximalle Flache entspricht.

2'. Noethersches Theorem

Wir betrachten homogene Massenverteilungen, die ein Gravitationsfeld erzeugen.
Ein Massenpunkt bewege sich im dreidimensionalen Raum in diesem Gravitations-
feld. Berechnen Sie mit dem Noetherschen Theorem unter Angabe der Symmetrie-
transformationen explizit die jeweiligen Erhaltungsgrofien fiir diesen Massenpunkt.
Sie miissen die (offensichtliche) Energieerhaltung dabei nicht jedesmal angeben.

a)
b)

Homogene Massenverteilung in der Ebene z = 0

Homogene Massenverteilung innerhalb eines Zylinders unendlicher Lénge mit
Rotationsachse entlang der z-Achse
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¢) Homogene Massenverteilung innerhalb einer Kugel mit dem Mittelpunkt im
Ursprung des Koordinatensystems



