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Blatt 11 — Hausaufgaben
(Abgabe: 16. Juli, 13:15)

1. Hamiltonfunktion

Wir betrachten einen schweren symmetrischen Kreisel (siche auch Einstiegsauf-
gabe 1." des 10. Blatts) (/; = I, = I) im homogenen Schwerefeld mit dem Un-
terstiitzungspunkt auf der Figurenachse. Die Lagrangefunktion kann durch die
Euler-Winkel (¢, ), 0) ausgedriickt werden und hat die folgende Form:

L(6,,v,0) = %I(é"2 + ¢*sin 0) + %Ig,@ + ¢cosh)? — gMs cos b

Dabei ist M die Gesamtmasse des Kreisels und s der Abstand zwischen Un-
terstiitzungspunkt und Schwerpunkt. In dieser Aufgabe berechnen wir die Ha-
miltonfunktion des schweres symmetrisches Kreisels.

a)* Berechnen Sie zuerst die kanonischen Impulse, die zu den generalisierten
Koordinaten ¢, ¢, und 6 konjugiert sind.

b)* Mit den Ergebnissen von a), berechnen Sie die Energie,
J
wobei ¢; und p; die generalisierten Koordinaten und kanonischen Impulse
sind.
¢)™ Priifen Sie ob das Gleichungssystem von a)
pj :pj(q7Q)a mit q = (¢a¢70)7

invertierbar ist. Ein lineares Gleichungssystem ist lsbar, wenn
det M #0, wobei M;; = —

Ist der schwere symmetrische Kreisel ein kanonisches System?

d)*™ Losen Sie das Gleichungssystem beziiglich der Geschwindigkeiten ¢; und fin-
den Sie die Hamiltonfunktion des Kreisels,

H(q,p) = h(q,q(q,p))
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2. Poisson-Klammer

a) Beweisen Sie folgende Regeln fiir das Rechnen mit Poisson-Klammern:

. {UV,W} ={U W}V +U{V,W},
y {W, UV} ={W, U}V +U{W,V},
] AUAV, W} +{V.{W,U}} +{W,{U,V}} =0. (Jacobi-Identitéit)

Dabei sind U, V, W beliebige physikalische Grofien.

b)** Zeigen Sie, dal diese Rechenregeln auch gelten, wenn die Poisson-Klammer

{.,.} durch den Kommutator |., .| zweier quadratischer Matrizen ersetzt wird.

Der Kommutator ist dabei definiert durch [A, B] " AB— BA, wobei AB

das iibliche Matrixprodukt der quadratischen Matrizen A und B ist.

c)** Zeigen Sie, dafl die Poisson-Klammer zweier Erhaltungsgrofien selbst wie-
der eine Erhaltungsgrofle ist. Betrachten Sie den allgemeiner Fall, wenn die
Erhaltungsgrofien auch explizit zeitabhédngig sind.

Hinweis: Verwenden Sie dabei die Jacobi-Identitat.

Bemerkung: Aufgabe c) bedeutet, dafl die Erhaltungsgrofien eine abgeschlos-
sene Algebra bilden. Eine dquivalente Beobachtung spielt eine groie Rolle in
der Quantenmechanik.

3. Drehimpuls
Wir betrachten ein System von N Teilchen, beschrieben durch die folgende Ha-
miltonfunktion:

2
pj 1
Hrp) =) g 452 v(lr =) =T@) +V(r)
J 7]
wobei v(r) eine beliebige Funktion, » = {ry,rs,..., vy} und p = {p1, P2, ..., DN}
ist. Der Gesamptdrehimpuls ist definiert durch

L(r,p)=) i xp;
J

a)** Berechnen Sie die Poisson-Klammern {L,, 7} und {L,,V}, und zeigen Sie
mit Hilfe des Liouvilleschen Satzes fiir L, dafl L eine Erhaltungsgrofle ist.
Hinweis: Das Ergebnis fiir {L,,V'} verschwindet erst, nachdem die Summe
> _iz; ausgefiihrt worden ist, d.h. {L;,, V'} # 0.



b)** Beweisen Sie:
{La, Lg} = Z €apy Ly -
v

Bemerkung: Dies bedeutet, dal der Drehimpuls eine Darstellung der SO(3)-
Algebra ist.

Blatt 11 — Einstiegsaufgaben

1’. Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld
Im Blatt 8 hatten wir die nichtrelativistische Lagrangefunktion fiir ein geladenes

Teilchen (Ladung ¢) im elektromagnetischen Feld kennengelernt:

L(r, i t) = %rQ—q¢+%A-f

Dabei ist ¢ = ¢(r,t) das skalare Potential und A = A(r,t) das Vektorpotential.
a) Berechnen Sie die Hamiltonfunktion. Wie unterscheiden sich kinetischer Im-
puls und kanonischer Impuls?

b) Bestimmen Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Zeigen Sie, daf
das Ergebnis dquivalent zu den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen ist.



