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Lagrangegleichungen 1. A
rt

N
ewton:

Kraft        gegeben;   löse N
2: 

A
ber:

O
ft treten Zwangskräfte auf, die erst durch Bewegung geweckt werden.

Gesam
tkraft:

Beispiel:  
Ebenes Pendel

N
ewton:

Zwangs-
Bedingung (ZB):

2. Lösungsm
ethoden:

(a)  Lagrange-M
ethode 1. A

rt:  

H
ier:

(b) Lagrange-M
ethode 2. A

rt:

H
ier:



Zwangsbedingungen (ZB): [Verallg. von (L4)]

Betrachte 1 Teilchen in 

1. ZB:

2. ZB:

definiert 2D
-Fläche  "F1"  

in 3D
-Raum

definiert noch eine Fläche, 
"F2", in 3D

-Raum
 

Beispiel:
für ebenes Pendel:

A
llgem

ein:  R Zwangsbedingungen für N
 Teilchen in 

N
otation:

3N
 Koordinaten:

R Zwangsbedingungen:

A
nzahl freier Param

eter
("Freiheitsgrade"):

Beispiel:  2 M
assen am

 Stab:

Beispiel: W
ippe:



Klassifikation v. Zwangsbedinungen:

"H
olonom

e ZB":
(Geschw. kom

m
en 

nicht vor)

"skleronom
"

(zeitunabhängig)

"reonom
"

(zeitabhängig)

"A
nholonom

e" oder
"nicht-holonom

e" ZB:
(im

 folgenden nicht
weiter diskutiert)

alles andere, z.B.

(Geschw.-abhängig)

(U
ngleichheit)

H
olonom

e Zwangskräfte (ZK):

H
olonom

e ZB                         
zwingt Bewegung in eine (3N

-R)-dim
ensionale H

yperfläche (H
F) hinein, doch innerhalb 

H
F liefert sie keine Einschränkung auf Bewegung

Entsprechende ZK hängt von Bewegung ab; sie zwingt Bewegung, innerhalb H
F zu 

verlaufen. 
                                                   H

olonom
e Zwangskraft         H

yperfläche

A
nsatz für ZK 

(für N
=1):

M
otivation:

H
F ist definiert durch:

Richtung :

Betrag v. Z:    wird durch             so eingestellt, dass Bwg. 
                       (trotz äußerer  Kräfte) in H

F bleibt



Beipspiel: ebenes Pendel

H
yperfläche F1:

H
yperfläche F2:

Zwangskraft 1:

(Radiusvektor in x-z-Ebene)

Ende v. Beispiel

(6.3) eingesetzt in N
2:

ZB:

Bewegungsgleichung m
it Zwangsbedingungen:

(8.2), (8.3) sind                    Gleichungen m
it               U

nbekannten

D
urch Lösung dieser Gleichungen können alle U

nbekannten bestim
m

t werden.



Verallgem
einerung auf beliebiges N

:  (3N
 Freiheitsgrade, n = 1, ..., 3N

)

R Zwangsbedingungen:

A
nsatz für Zwangkraft

(in        -Richtung):

(9.2) eingesetzt in 
N

2:

(9.1) und  (9.3)  bilden die "Lagrange-Gl. 1. A
rt":                     Gleichungen für

                     U
nbekannte

Beispiel für N
 = 2 m

it einer ZB

N
otation für Zwangskräfte:

ZK auf Teilchen 1:

ZK auf Teilchen 1, 2

ZK auf Teilchen 2:

(z.B. sei A
bstand

festgelegt:)

N
3 wird reproduziert!



Erhaltungssätze
Falls ZB Sym

m
etrien verletzen, gelten entsprechende Erhaltungsätze nicht m

ehr.

Im
pulserhaltung:

D
rehim

pulserhaltung:

Energieerhaltung
(für konservative 
Kräfte Kn):

Fazit: Energie-Erhaltung, falls ZB nicht explizit zeitabhängig sind

Lösungsrezept m
it Lagrange-Gl. 1. A

rt (LG1):

1.
Form

ulierung der ZB:

2.
A

ufstellung der LG1:

3.
Elim

inierung der

4.
Lösung der Bewegungsgl. für 

5.
Bestim

ung der Integrationskonstanten
(so, dass ZB und A

nfangsbedingungen erfüllt sind)

6. 
Bestim

m
ung der Zwangskräfte, via 

7. 
D

iskussion !!



Schritt 3 im
 A

llgem
einen: Elim

inierung der         

Elim
iniere 

zunächst 

Elim
iniere       aus

(12.1) und (12.3):

D
ies ist ein lineares, inhom

ogenes Gleichungsystem
 für die R  Größen    

Kann im
 Prinzip gelöst werden; allgem

eine Form
 der Lösung:

(12.5)  in (12.1):

Rechte Seite ist bekannte Funktion v.                  lösen durch Integration...      

Beispiel: Reibungsfreies gleiten auf schiefer Ebene

Schritt 1: 
(Form

ulierung der ZB)

Schritt 2:
(A

ufstellung der LG1)



(13.5) in Kom
ponenten:

Schritt 3:
(Elim

ination v.       )

(14.1) eingesetzt:
[entspricht (12.4)]

A
uflösen nach

[entspricht (12.5)] 

A
nalog für

N
un sind also        und         bekannt.

(14.5) in (14.1):

Schritt 4:
(Lösen der Bewegungs-
Gl. für      )
[Für dieses Beispiel
 ziem

lich trivial...]



Schritt 5:  Bestim
m

ung der Integrationskonst., so, dass ZB 
 und A

nfangsbedingungen erfüllt sind.

ZB (13.1) für alle t:

A
nsatz zur Lösung 

v. (16.2):

Eingesetzt in (15.6)

zurückgelegter A
bstand

entlang       -A
chse

Schritt 6:
(Bestim

m
ung der 

Zwangskräfte)

Schritt 7: D
iskussion

   kom
pensiert Schwerkraftanteil       zur schiefen Ebene

[siehe (17.4)]



Bem
erkung:

Bewegung entlang 
der      -A

chse
löst die effektive 
Bewegungs-Gleichung:

Kraft 
zur Ebene

s(t) ist eine "verallgem
einerte Koordinate";

m
it dem

 A
nsatz

wäre (18.2) sofort aus  N
2,                           gefolgt, ohne dass es nötig gewesen wäre, 

Zwangskräfte zu berechnen.

M
oral v.d. Geschichte: suche zunächst verallg. Koordinaten!!


