2. Losungsmethoden:

(a) Lagrange-Method

el Art:

Hier: NN._J
(b) Lagrange-Methode 2. Art:
Hier: \_..H v o= AN&
ﬁ..v_ se AN 3
L1
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Lagrangegleichungen 1. Art

Newton:
Aber:  Oft treten

Gesamtkraft:

Beispiel:
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4 Newton:
T ooT Zwangs-
Bedingung (ZB):

‘'wangskrdfte auf, die erst durch Bewegung geweckt werden.

(i)
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RZ bedi : _\ml
wangsbedingungen: @
Anzahl freier Parameter
("Freiheitsgrade"):
Beispiel: 2 Massen am Stab: o\t
Beispiel: Wippe: ¢
A
Zwangsbedingungen (ZB): [Verallg. von (L4)] - :;w
=
. . W .
Betrachte 1 Teilchen in ,_N\ ' £,
1. ZB: definiert 2D-Fldche "F1" &)
in 3D-Raum
2. ZB: definiert noch eine Fldache,
"F2", in 3D-Raum 3.2)
Beispiel:
fiir ebenes Pendel: ﬁw.wv
Allgemein: R Zwangsbedingungen fiir N Teilchenin  [° :
Notation: x o= mﬁ: o, o ) (.4
3N Koordinaten: : =
oorainatren hR‘_.RNs Xz, xr.N%\ &0\ .., Nwth ) 2 —r Rw{p
G.s)




Holonome Zwangskrdfte (ZK): v _|Plrl
4 = 0
Holonome ZB Je (%, G. )
zwingt Bewegung in eine (3N-R)-dimensionale Hyperfldche (HF) hinein, doch innerhalb
HF liefert sie keine Einschrdnkung auf Bewegung
Entsprechende ZK hdngt von Bewegung ab; sie zwingt Bewegung, innerhalb HF zu
verlaufen.
= | Holonome Zwangskraft Hyperfldche ?.Nv
Ansatz fir ZK ) HE
nsatz fir -
b.3 §x, .
(fiir N=1): ( mu\xm Sei:
Motivation: xux Wm\m..»
~ PARITR
HF ist definiert durch u%mbmv =0 o
Richtung : v u o (x,t) :
Betrag <._Nv”_ ¢ wird durch so eingestellt, dass Bwg.
(trotz duBerer Krdfte) in HF bleibt
Klassifikation v. Zwangsbedinungen: )
"skleronom"

"Holonome ZB":
(Geschw. kommen
nicht vor)

"Anholonome" oder
"nicht-holonome" ZB:
(im folgenden nicht
weiter diskutiert)

(zeitunabhdngig)

ughkﬂrv = O ) ) AW..NV
reonom
mw.._u (zeitabhdngig)
.3
alles andere, z.B.
w STﬁ\ x ) i v = o (6eschw.-abhdngig)
(5.3)
Yulxd) 2 o (Ungleichheit) »
(54
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Bewegungsgleichung mit Zwangsbedingungen:

(6.3) eingesetzt in N2:

ZB:

(8.2), (8.3) sind

Durch Lésung dieser

a1y — —
m#E 0 Rext | 2

(%)
Gleichungen mit Unbekannten

Gleichungen konnen alle Unbekannten bestimmt werden.

(8.0

(3.2)

(g.3)

spiel: ebenes Pend

Hyperfldche F1:

3, = xet- g
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Zwangskraft 1:

Hyperfldche F2:
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(Radiusvektor in x-z-Ebene)
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Beispiel fiir N = 2 mit

Notation fiir Zwangskrdfte: AN"\W.N\ wwv

A?iuw.}.oms. N.n..v

Sei

(z.B. sei Abstand
festgelegt:)

ZK auf Teilchen 1:

T, = (¥, % 2y

ZK auf Teilchen 2:

L«M = NK ¢ thvm?v

\4_wmmsnvev = In,mv Uﬁ
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einer ZB (e =1)

(7 o, ) = 5 (

¢]

ZK auf Teilchen 1, 2

= 2b
s 29

=% b)

N3 wird reproduziert!

(¥ 25 28) = 5%

e
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10.2)

(o3

(o-4)

G
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Verallgemeinerung auf

R Zwangsbedingungen:

Ansatz fiir Zwangkraf1
(in &, -Richtung):

(9.2) eingesetzt in
N2:

(9.1) und (9.3) bilden die "Lagrange-6Gl. 1. Art":

"

P

beliebiges N: (3N Freiheitsgrade, n=1, ..., 3N)

ngB\‘wv

Gleichungen fiir

Unbekannte

L1

@.1)

(3.2)

(7.3)




Losungsrezept mit Lagrange-Gl. 1. Art (LG1):

1. Formulierung der ZB:

2. Aufstellung der LG1:

3. Eliminierung der

4, Losung der Bewegungsgl. fiir

5. Bestimung der Integrationskonstanten
(so, dass ZB und Anfangsbedingungen erfiillt sind)

6. Bestimmung der Zwangskrdfte, via

7. Diskussion !l

[ b

I.1)

(1.2)

(13)

Erhaltungssitze ’ Llla
Falls ZB Symmetrien verletzen, gelten entsprechende Erhaltungsatze nicht mehr.
. e 1)
Impulserhaltung: ...wplm -4 §.mv =KE+z = o , deun m
At A p = koush.
a o - h.r Crw
Drehimpulserhaltung: | dL - d Tﬁmx £) = Tx(K+2 ) H_ro\ oAnian )
it b L= kon t
Energieerhaltung _ y Lt
(fiir konservative A |+ CAJ = WMN w2n ¥ imx;?:.w (1.3)
Krdfte Kn): —
— Nl u Q_ﬁ
B‘—B\ﬁ" O = wooﬁk.ﬁ " m:.&
= d = Z xa -2 2
(1.6) d(Teu) - @13
ot
Fazit: Energie-Erhaltung, falls ZB nicht explizit zeitabhdngig sind m:.xv




Beispiel: Reibungsfreies gleiten auf schiefer Ebene LB
2
ﬁX~d~ﬁ\v 2 m
— A—w:_v
&) «
%
Schritt 1
- _ 13.)
(Formulierung der ZB) w_ ?\an - ( g
ovPT\\...Z = Tw..@
Schritt 2: N
(Aufstellung der LG1) WM & = (t32)
WX = th + W\V%.V.PUQF - ow.uv
Schritt 3 im 23&3&%&:" Eliminierung der ya " 2. _ L1z
Eimin (5 4) 10 a g,
iminiere 11:2) My 6 = Kalxx t) + 12,1
zundchst w‘ (12 wow O \t " sua A )
.&lﬁ_ — d -
dt _._v 6 = At w? ?.S = (12.2)
) =
m.%:._V = NHTN.N\ (o]
. -~ \Qﬁna - ﬁv
Eliminiere 2, aus (=,
. = M v; L z \Y U Ag 2.4
(12.1) und (12.3): ﬂa ~ A ub M TAs ¥ : mh;u@ (2-4)
Dies ist ein lineares, inhomogenes Gleichungsystem fiir die R GraBen A, Gz.5)
Kann im Prinzip gelost werden; allgemeine Form der Losung: Vo = .yzax\m«: t)
(125) in (12.1): M T = Kull, x §) + Zulx,5 §) (z.0)
j s Z \yer?: vn\ t) w.aumx.*v
o~
Rechte Seite ist bekannte Funktionv. x,x , t ; losen durch Integration...




by \LIs
. —~——
(14.5) in (14.1): W@ = Atwn &k Qm,._u
W @ = o)
1,
wze = = _\.\rofv - e o (1s2)
= - ,\.\KUh | ~ n\S\P&v = @m,.wv
Schritt 4: (15.0)
(Losen der Bewegungs- (L) = - ,m 3" u.v Lho e +akson (5.4
Gl. fir xn)
[Fiir dieses Beispiel
ziemlich trivial...] d?q = bt o+ b (5.9
2 = -3t q siw xSk o+ cy (i50)
L)
(13.5) in Komponenten: W = (.1 a)
. d = o:._ E
wA w“ = Or.pnb
Schritt 3:
(Elimination <.‘ys ) ?.uv“ o = (14-2)
(14.1) eingesetzt: = (.3
[entspricht (12.4)] ’
Auflosen nach \y_ : .2 2 — (s
[entspricht (12.5)] b Gindie v en'a) )
Analog fiir =0 _ z Qw._r,v
g uw O = T uv = _— \yw = (11,.5)
Nun sind also 1, und 3z bekannt.




Mnrl.i 6: (.3) NM = \\/? D\, wﬂ Cfv LI%
(Bestimmung der
Zwangskrdfte) - (1)
2, = 2 -
= (33
2
(X9 \ (+1)
\TR S >
T Z, =
\v .e\o A 1 . 1 oy
& pIA or.or... = |s>~lwmrmv. m.l&*, Sivi & f@w&vﬂv M._..
Wi o g _
0 u = f?uger m.lm.r«m?,?*mﬁug?v
= ()
Schritt 7: Diskussion M_ kompensiert Schwerkraftanteil _L zur schiefen Ebene
[siehe (17.4)]

Schritt 5: Bestimmung

ZB (13.1) fiir alle t:

|~\\.P\ Anhq.eern. —?@fﬁﬂ
stela Weq -

Ansatz zur Losung
v. (16.2):

Eingesetzt in (15.6)

der Integrationskonst., so, dass ZB

[Lie

und Anfangsbedingungen erfiillt sind.

XA = T X u = o (te.)
AP..T._. pu\v Ainodt = A.n.p Lt hu.v o ok Q?.N‘v
@y = Vo emax Q= Vo X (6.3
Ar = S. o |, Ci = Se din & (6.4
x) = e >
,QS = o wei b
() = slu &
sly) = mnc%nr@&@ﬁg Abstand

entlang S -Achse




Bemerkung:

Bewegung entlang
der § -Achse

lost die effektive
Bewegungs-Gleichung

s(t) ist eine "verallgem

N
.mm$v = = ._M* uA\(.,)% Td.or F $e 1%.0)
a\ a .
(& con +e, sing)
(139
Kraft :
zur Ebene

einerte Koordinate";

mit dem Ansatz

A(4) = s(t) con &
,QE = o
() = s(8) 4
wdre Gm.m..v sofortaus N2, = _ srm gefolgt, ohne dass es notig gewesen ware,
Zwangskrdfte zu berechnen.

Moral v.d. Geschichte:

suche zundchst verallg. Koordinatenl!




