
3N Freiheitsgrade:
(n = 1, ..., 3N)

R Zwangsbedingungen:

Ansatz für Zwangkraft
(in        -Richtung):
(n  = 1, ..., 3N,    
     =1, ... ,R)

(9.2) eingesetzt in N2:

Zusammenfassung: Lagrange-Gl. 1. Art

(definiert        Hyperflächen)

nach Elminierung 
der Parameter 

1. Formulierung der ZB
2. Aufstellung der LG1
3. Eliminierung der
4. Lösung der Bewegungsgl. für 
5. Bestimung der Integrationskonstanten
6. Bestimmung der Zwangskräfte, via 
7. Diskussion !!
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Beispiel 1: Reibungsfreies Gleiten auf schiefer Ebene (Zusammenfassung)

Schritt 1: 
(Formulierung der ZB)

Schritt 2:
(Aufstellung der LG1)

Schritt 3:
(Elimination v.       )

(2) eingesetzt in (3):



(20.4) in (20.2):

Schritt 4 und 5:
(Lösen der 
Bewegungs-Gl. für      
           
Berücksichtigung der 
Anfangsbedingung)

(Nun ist       eliminiert)

zurückgelegter Abstand 
entlang           -Achse

Schritt 6:
(Bestimmung der 
Zwangskraft)

Schritt 7: 
(Diskussion)

s(t) ist "verallgemeinerte Koordinate", 
d.h. ein Freiheitsgrad, der Zwangsbedingungen bereits berücksichtigt.
Die entsprechende Bewegungsgleichung ist einfach:

Beispiel 2: Reibungsloser Massenpunkt rotierender Stange

Schritt 1: 
(Formulierung der ZB)

Schritt 2:
(Aufstellung der LG1)

in Polarkoordinaten:

(3), (4) in (2):



Schritt 3:
(Elimination v.       )

(20.1) in (19.5b):

Funktionale Abhängigkeit nun bekannt!

Bewegungsgl. aufstellen:
(2) in (22.5):

Schritt 4 + 5:
(Lösen der Bewegungs-Gl., 
Best. d. Integrations-
konstanten):

(ist triviale, instabile Lösung)

(23.5) eingesetzt in 
Bwgs-Gl (23.3a):

Lösungsansatz:

Allgemeine Lösung:

         sind bestimmt durch
Anfangsbedingungen:

Lösen nach 

Schritt 6:
(Bestimmung der 
Zwangskräfte)

[ZK immer      zur Bewegung] [nicht-triviale t-Abhängigkeit: Z = Z(t) ! ]



Vorausblick:
Oft sind wir nicht an der genauen Form der Zwangskraft interessiert.
In solchen Fällen ist es geschickter, neue "verallgemeinerte Koordinaten"
zu wählen, die die Zwangsbedingungen automatisch erfüllen, und eine Transformation von 
Cartesischen zu verallgemeinerten  Koordinaten durchzuführen.

Aber: Newton 2 ist nicht "forminvariant" unter Transformation zu anderen
Koordinatensystemen. (Das ist kein Problem an sich, aber lästig, unästetisch).

Wünschenswert wäre eine alternative Formulierung der Newtonschen Bewegungsgleichungen, 
die "forminvariant" unter solchen Transformationen ist.

Satz: N2 sind äquivalent zu "Lagrange-Gl. 2. Art" (L2):

Satz: L2 sind forminvariant: 
für verallgemeinerte Koordinaten gilt:

Im folgenden:  
- Newton 2 umschreiben in Lagrange 2,    in Cartesischen Koordinaten, ohne ZB
- Beispiele für Verallgemeinerte Koordinaten und gebrauch von L2 (verallgemeinert)

Vorteil: gilt auch für verallgemeinerte Koordinaten und in Gegenwart von Zwangskräften!!



Transformation zu Verallgemeinerten Koordinaten  

Oft lässt sich ein Problem durch geschickte Wahl neuer Koordinaten vereinfachen. Beispiele:
- Polarkoordinaten für rotationssymmetrisches Problem in 2D;
- Zylinderkoordinaten für zylindersymmetrisches Problem in 3D;
- Kugelkoordinaten für rotationssymmetrisches Problem in 3D;
- falls Zwangsbedingung (ZB) vorhanden, durch Koordinaten, welche ZB automatisch erfüllen.

Wir betrachten folglich Transformation von Cartesischen zu "verallgemeinerten Koordinaten".





Beispiel 3: Reibungsloser Massenpunkt rotierender Stange






