Poisson-Klammern VZ4- oS.01.0% |43
Betrachte zwei physikalische Grossen, die von den Koordinaten, Impulsen und Zeit abhdngen:
F = j - (&)
Def: "Poisson-Klammer
von F und 6" { F, j i = (2)
Einfachste Beispiele: im Hamilton-Formalismus sindp , q , t unabhdngige Variablen, also:
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Satz: Poisson-Klammer hat folgende Eigenschaften: Hig
(i) Antisymmetrie: {':, 3 Z = o
(ii) Distribution: {c| f:‘ v R , c} % = @®
(iii) "Jacobi-Identitat": $ .0, 31 4 ' o ®
(zyklische Vertauschung) ; z ¥/ ! : i { ' { ! 11
(iv) "Faktorisierungszerlegung": { Cl ‘-SKE - W
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Satz: Die Zeitabhdngigkeit einer beliebigen dynamischen Grofe F(@,P,f)
ist gegeben durch:
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Bemerkungen:
1. 6Gl. (14.5) enthdlt u.a.
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2. Eine nicht explizit zeit
die Poisson-Klammer mit

3. Mittels der Rechenreg
reduzieren.

4. Ausblick: Die Quanten
- (13.5-7) als Grundrege
- (14.1-4) als Rechenrege
- (14.5) als Bewegungsg

die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen als Spezialfall:
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abhdngige Grofle ist genau dann eine Erhaltungsgrofe, wenn

H verschwindet:
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eln (14.1-4) lasst sich jede Rechnung auf die Grundregeln (13.5-7)

mechanik (QM) ist eine andere Realisierung einer Theorie mit
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Heisenberg lieferte eine
- Physikalische Grofien: d

- Produkt zweier Grofen

Matrix-Formulierung der QM:
argestellt durch (unendlich-dimensionale) Matrizen:

Matrixprodukt, nicht kommutativ:

- Kommutator von Matrizen erfiillt Rechenregeln (14.1-4)!

- Poisson-Klammer der Kl

- Grundregel (13.5-7):

- Bewegungsgl (14.5):

Mech. wird in der QM ersetzt durch:
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Dies ist "Heisenbergs Bewegungsgl. fiir Operatoren, dquivalent zur Schrédingergl. der
Wellenformulierung der QM.
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Satz: Die Poisson-Klammer zweier (nicht explizit zeitabhdngiger) ErhaltungsgroBen ist l Hi#

selbst eine (nicht explizif

zeitabhdngige) ErhaltungsgraBe.
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Bemerkung: die ErhaltungsgroBen bilden also eine abgeschlossene "Algebra".
(Siehe Mathematische Def. einer Algebra: Menge von Elementen mit einer Kompositionsregel,
laut der die Komposition zweier Elemente der Algebra wieder ein Element der Algebra ist.)
Die Poisson-Klammer-Algebra hat in der Regel nur eine endliche Anzahl von Elementen, da die
Poisson-Klammer zweier GroBen eine Linearkombination von schon bekannten ErhaltungsgrofRen
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Beispiel: Drehimpuls-Alge

Betrachte f Punktmassen

H = T+V, wat

Gesamtdrehimpuls:

Laut (15.3) muss folglich

bra

miteinander wechselwirkend via einem zentralsymmetrischen Potenzial:
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Wir wissen bereits : Gesamtdrehimpulsvektor ist eine ErhaltungsgroBe (siehe Seite NM17).
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Die Poisson-Klammer von

Ubung!):

zwei Komponenten von L (beide ErhaltungsgraoBen) liefert (siehe
$lu, L1 -
J
{Ly, L2} = iLa' L} - @
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Fazit: Die 3 Komponenten des Drehimpulses bilden eine geschlossen Algebra mit 3 Elementen.

In diesem Beispiel liefert die Poisson-Klammer also keine neuen Erhaltungsgrofien
(in anderen Beispielen kannte das aber durchaus passierenl)
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Phasenraum und Liouvi

Ha(

escher Satz

Phasenraum = 2f-dimens

Kenntnis der Dynamik be

Ay = i,‘

el = Py

Beispiel: Harmonischer @
H— = T + V S
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b= s -

Bewegung verlduft perio

Bewegung im Phasenrau

i v l::-l‘,ulf-

ionaler Raum der gen. Koordinaten und kanonisch konjugierten Impulse.
deutet: Kenntnis der Trajektorien im Phasenraum (PR),

) - (g0, 360, p,ld), . psler)
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disch, mit unabhdngig v. Anfangsbedingungen.

ist analog zu Stromung einer Fliissigkeit, Trajektorien schneiden

sich nicht. Welche Eige’?schaﬁen hat diese Fliissigkeit?

Satz: Liouvillescher Satz
fiir ein kanonisches Syst

Beweis: Gegeben sei Vol

422

em ist der FluB im Phasenraum volumenerhaltend (divergenzfrei).
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Dessen Zeitentwicklung wird beschrieben durch Zeitentwicklung der PR-Koordinaten.
Betrachte infinitesimales Zeitinterval:
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Neues Volumen: VA SL = @)
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Variablentransformation _

= (s)
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Mathematischer Satz liber Koordinatentransformationen bei Integralen: He3
/
Fiir Transformation der Form X = ®
transformiert das Volumenelement wie folgt, da, ... d x:, = @
Mit Jacobi-Determinate: J ‘s( n = Ende der Aussage des math. Satzes (y
Hier: (23.1) ist durch (22.3) ’J“ _ )
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