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Lagrangeformalismus (v8) 06.05.08

Lagrangegleichungen 1. Art

— Lot :‘ E'I‘\Sl‘ (')
Newton: Kraft K gegeben; lose N2: wia =

Aber:  Oft treten Zwangskrdfte auf, die erst durch Bewegung geweckt werden.

Jary — — 'Z —_ —
Gesamtkraft: KM = ¥ k™9 =¥+Z O
. A2
Beispiel: ol .«
Ebenes Pendel [ n
p L= Lal«s e
!/ o\ L ; “
i (P 72 L e szf-JwAyr eld “
/ ° - -
/ 2 Newton: mr = Lr2 (3
L _L. N7
_—-TL\ \/4.), Zwangs- ("‘)-.:;-L—le:o
\ - ~ Bedingung (ZB): 3"'
e (4
2. Losungsmethoden:

(a) Lagrange-Methode 1. Art: besbivme 2 explitt, wad lose (1.3) Air Z@)

Hier: z - 2(x,2) « 0

(b) Lagrange-Methode 2. Art: e+ falle 28 i "“"-l’r‘”l\, dierd Wall

%au‘jwehr Koora(:'ua.l—eu/ lé‘sg derea Gwasjz.

Hier: 7! = [Aiucf x — ew\‘f 2 ()
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Zwangsbedingungen (ZB): [Verallg. von (1.4)]

Betrachte 1 Teilchen in ']K?) .

1. ZB: 3' (7,'~, t) = o definiert 2D-Fldche "F1" 0]
in 3D-Raum
fiviet
2.ZB: 3‘L (F,i’) ) definiert noch eine Fliache| Earve
"F2", in 3D-Raum ®
Beispiel: . 3
fir ebenes Pendel: ﬂt‘ =x kt -4 =eo

y 3.,__,: J =6 (3

Allgemein: R Zwangsbedingungen fiir N Teilchen in ]Zg :

Notation: x:= (T = =
v, rz,, ... ) -{‘u) (&)
3N Koordinaten: (
. ~ « 7 Xydo X3, Ao Ag g ... Koy aes_, X
N, = 2’ @, i"lzé\z. FX3 ey 3 e e, ! 3=z, AN ZA’) (5)
— " a 4
N, = X0t Ase, £ XLy Kw«.r.w.ow‘-l—k . Xa, U=lt, - 3N
_'; " IS a
Ny = -2 € ¢ M- le v X3n €y

(l‘f> = © ol E

R Zwangsbedingungen: 30‘ . =1, ...,R (¢ -y

Anzahl freier Parameter F_ = 3 - R
("Freiheitsgrade"):

/o Woshued  fest:
Beispiel: 2 Massen am Stab: 0 fe 32 - =

(
u

Beispiel: Wippe: ‘(Q lq-loshw(, P Fewr

- f=32-(-3 = 2
fel(.s an(:ewz, fesl-;
Cet-t-3.

'




Klassifikation v. Zwangsbedinungen:

Calls D—éjoc(l,'t) =0 "skleronom"
olon Lo / (zeitunabhdngig)
(Gosohomi mm. 3“'(1'“ - % (Z>

eschw. kommen “reonom"
nicht vor) O) 919 0‘("14) o (zeitabhdngig)

L=L8 (3

"Anholonome" oder

"nicht-holonome" ZB:  alles andere, z.B.
(im folgenden nicht
weiter diskutiert) 3 (%, x 1 ) = o (6eschw.-abhdngig)

(#)

Julxd) & o  (Ungleichheity (r-wlel

= (5) "\/\/\:\L

Holonome Zwangskrdfte (ZK): @
'é = 0 = .. K

Holonome ZB de (x, K> q =l (1)

zwingt Bewegung in eine (3N-R)-dimensionale Hyperfldache (HF) hinein, doch innerhalb

HF liefert sie keine Einschrdnkung auf Bewegung

Entsprechende ZK hdngt von Bewegung ab; sie zwingt Bewegung, innerhalb HF zu
verlaufen.

=  Holonome Zwangskraft L  Hyperfldache (2')
y - _ HE  Seoi:
Ansatz fiir ZK z = } (t) ¥ (= 4) z ,ef.,
(Fiir N=1):, = 5 i e T a0 (3 ) A it
Motivation: )g_:)‘ fi:
- = vy £
HF ist definiert durch: 3&0‘/&) = © © 3‘*(”‘6 = 1
_ R = qu(x'4)
Richtung : % ‘)a (x,t) « L HF j -
= ‘3.¢( Z4+3%, t)
Betragv.Z: wird durchA,,L({) so eingestellt, dass Bwg. = 3%{).‘. $x - 63&(&{)
(trotz duBerer Krdfte)in HF bleibt 3 __
Sx . 5?}4 o = Vj,;.LRF
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Beipspiel: ebenes Pendel . ]L?-l

<
Hyperﬂdche F1: 3,(!, }I %, 11;) L= xL-l- 27' - /C'Z = o (’) OA )2
L
xlt-;e"-.: 4 +3, ¢ K i Xt-Ebeng nut \ ’
A R odius ’
3 P -
- z""’jl> o “~ el
,,\{-/3(=o & T v3' =(ek3* Pe%at)ty
an My z ‘L N <I=)z(zv. er + z—e}\ ()
« ! s 27
x \-3, <o
( ) (Radiusvektor in x-z-Ebene)
63

Zwangskraft 1: i:. = /A«(‘U 6‘3‘ = VT Q)

e

—_—

Hyperfldche F2: 3z(", 4, 3, t) := 3 - o () t/ J

—_—— Y

AN

A

—‘?31 = ey 2. = ’/\L({’)’j (6)///
nde v. Beispiel

Bewegungsgleichung mit Zwangsbedingungen: =
— T 2%
(6.3) eingesetzt in N2: 2 U2y = 2 - ()
3)eing ' mr =7 K¥* o 7
4
€3 — o = -
- M e 2AW Vjﬁ(",*) (v
‘7) K=(
'3 i C Swmme  uher alle Zwa.«s.cl:vifk
zZB: joc(?nﬂ so L= () R )

(8.2),(8.3)sind 3+ % Gleichungen mi€ + €  Unbekannten
3 r ~ 3 N
x (€) e

Durch Losung dieser Gleichungen kénnen alle Unbekannten bestimmt werden.




Verallgemeinerung auf beliebiqes:/l\\l)BN Freiheitsgrade, n=1, ..., 3N)

[£7]

R Zwangsbedingungen: ‘jot (71_ ) x = (X, ) X)) (1)
- R
i} . (2)
Ansatz fiir Zwangkraft Z - /A,JQ j (x ) , Wl 3N
(mP, -Richtung): oL
Y\Iu;[(s V. (6 3)] Spl..._wl-wa u.(e b O~ T
{Ql . Q;”‘)'BM\S 4\
P W @3V . (3
e B wo el = Ko o« 20 2 = cs,L(x,%) )
(9.2) eingesetzt in Nz o~ -
3M LN w=
38
¢k @9 (4
(9.1) und (9.3) bilden die "Lagrange-Gl. 1. Art": 30 + & Gleichungen fiir
[,‘w + g Unbekannte
XM '\’ku
Beispiel fiir N = 2 mit einer ZB (o =1) L 10
eispiel fir N = 2 mit einer ZK auf Teilchen 1, 2
Notation fiir Zwangskrdfte: (2:)?,7‘, 2}) = 20 (3] %] 2f) = 3% 0
(nl\ﬁema’»\ 2%)
Sei  3(7 %, ¢) - § (4 -, 0) @)
(z.B. sei Abstand = lfFl - F;, ’ - L =0 &
festgelegt:) ",
L q—
WA Y,
ZK auf Teilchen1: 2 = NG (3 2, 2) g0 = AT ‘3« (¥
T o= (%, 2 _
3 %y <,
ZKauf Teilchen2: 20 = (4) (3, 2 3§ T AT, g (
T = (24, %5,%0) (
(/0.2) —_— ‘(’) = () (L)
VYRR - Gaqgem) 0 - ATig = -2

N3 wird reproduziert!
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, Erhaltungssdtze l lla
Falls ZB Symmeftrien verletzen, gelten entsprechende Erhaltungsdtze nicht mehr.

W2 = o fels B
Impulserhaltung: _gl_E = L*_(M;:) = K+Z = 0, deun p=koust !
OM: it
AL d 2y Fx(E+2) _ll.so i )
Drehimpulserhaltung: Ty = &;(‘”‘"*") =Tx(Kr2) T°, oaun | =lout C
i A (T d Sliwa® Ul m)} (3
Energieerhaltung 2 ( I+ (A) = 4 WLlEe T T
(fiir kongervative at _ w
Krdafte Kn): = Z— [i“ M"Z,,‘ + Cb “u\ ;Cu ]
" n— \-‘:-\M
Mor: l k_l )
= Xd.&:f) — AT
3 - d Z dn| JarZ 2t o = ZZ Aw Ou Gy xa
=& ° % k) Z el e
. o)
= 2\ Xu ¢ O ®. — 23«
E_.(“ jﬂ) gif 6%(T*"'{) - ”g’r\& B 3« » >t

_—_3@=—59§£“

Fazit: Energie-Erhaltung, falls ZB nicht explizit zeitabhingig sind, d.h:  defu=o  (®
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Losungsrezept mit Lagrange-Gl. 1. Art (LG1):

1. Formulierung der ZB: ?}&(7&,%) = © 0)
2. Aufstellung der L6l weukn = Kt Z Ly %3‘; b
3. Eliminierung der ) o

4. Lésung der Bewegungsgl. fir ~ Zu(f)

5. Bestimung der Integrationskonstanten
(so, dass ZB und Anfangsbedingungen erfiillt sind)

“u v
6. Bestimmung der Zwangskrdfte, via Z L ’AK O.. 3“(11‘{)
7. Diskussion !! (6>
Schritt 3 im Allgemeinen: Eliminierung der )06 : 2u Lz
Elimini ( ERTIR VRN
iminiere 1) My i, =  Kulx % t) + o« lnqa V)
zundchst w* “ ! n"‘m&“:
4 v
ol ° = ;'(E— '3“(;(,4) < % (o 3&) 1, + -?—*3'24 @
L'[_L(u-() = i(ll.z) o = 2 C‘)u o‘)’c . Z (b (o )yl ®
M"' ‘{_ “ j “ ” {— KJJ_ n
——
Q)]

= - r:0‘ ("li/‘“ ("‘)

Eliminiere ;b,‘ aus &= e .
(12.1) und (12.3): Ro= 2 (’wja) [ Ka ? PR
(75 S O S (3 v
Dies ist ein lineares, inhomogenes Gleichungsystem fiir die R GroBen A, .
Kann im Prinzip geldst werden; allgemeine Form der Losung: Voo = A, wnt) ©
L

(125) in(12.1): "« T~ Kulr,z §) + 2ult, %, ¢) [\/ (©
L_7 = ;]o‘ .)n 30(

Rechte Seite ist bekannte Funktionv. x,x , t ; losen durch Integration...




Beispiel: Reibungsfreies gleiten auf schiefer Ebene LB

'Z i ='('M4.oc = Sinak
2

(7("]’1:(i/@c/[\‘ﬁ/7 S Teny = X

<
3
i
t
S
Na

Schritt 1. ' ‘
(Formulierung der ZB) 31(".“ S XY - Fane =0 (1)
%L(Flﬂ = 1;) = o . (|L)
v = (5,2, 29
Schritt 2: . (2)
(Aufstellung der LG1) me = - Mse'f% + A VCJ, + W F-‘V_

WA X = KWPZ’XK')‘&30~ = = Sé\% + (}((é\)< Ao - é\%m"B "_112}(3}

(13.5) in Komponenten: ww = A A L1k
(1e)
“j = A W
M% = — M3 - ’Al D ot (lC)
Schm‘ﬁ 3 i lil i 2o e (
(Elimination v.) w ) (n..;)z o= Z;" ‘S' “ 2)
(14.1) eingesetzt: ~ 1 ‘2 1 (3)
[entspricht (12.4)] B :—: dun b - (‘ ‘3 vy ) @ ol
Auflésen nach ), : .2 2 . wg crd = A
[entspricht (12.5)] b sw) j : ()
=
by
Analog fiir 3" =0 o) oh* (ts " )

= 0(_&137':,) = ')z.= ©

Nun sind also ﬂ, und 3z bekannt.




(ewy b 1215 )

(145)in (141« wmx = T igwi  sind ©
(enly WY = o
1
el Lt
e w ~ )“""‘3 B ('M]wvoO o )
= —wa(l ~ cotx) = — w4 dus o 9
(Nun sind 9, und )= ) %3
(5.0 Ny
Schritt 4: 70‘.” = ~“;_'\2 Cl)wsot-/u:«.x, Fa tra @
(Losen der Bewegungs-
Gl. fir xn)
[Fiir dieses Beispiel e = byt o+ b (s
ziemlich trivial...]
'Z:({;) = - '-\L' l’,L 3 s;wLoL > C."‘: + Caq lb)
Schritt 5: Bestimmung der Integrationskonst., so, dass ZB Llb
und Anfangsbedingungen erfiillt sind.
ZB (13.1) fiir alle t: X Aun o = *\f’)’“ ) J=° (')
15.4) \S6
-l’,l— Tﬂ.rw\.e_ \‘\C'(N’-b\ ‘l(
Suﬂw% ) (o..~|:+ 02) dint = (cebece) ema @)
< n’“-"ﬁwﬁsﬁcsu&w — D)
Af = Vo e ) ¢ = Vo 4\ X (®»

Ansatz zur Losung =
v. (16.2): Ar = Sgemoa Cr = So Ain & (4
< measfos.'-ﬁuv\ —

2 = slt) coa Q{;
Eingesetztin (156) () » o wit §) = —5 "4 e o )
() = s(¢) siuw Fuot + So

lickgelegter Abstand {
[¢) = §zuriickgeleg C
ste) g entlang S -Achse )




Schritt 6: D 2) = Ao a o |LIF
(Bestimmung der

Zwangskrdfte) 3 - 9, —6,-3, Iy - nq o ®
/
(e |
— = (_"' vy Covec) (E_, simoe — €3 mu,) ()

y \ (»3-5,) K_fs;‘l‘%“-”
%)_ -
oy dn Vo E )

"
Su
— Wyl

® .
0() ;(, cL\LG(L', = —M(—Sé\e)-('—é\g §|'HI(4-2EWW‘) S.L
M_‘ S = WA ‘2 [
) ) = g g (-Eys:umrée o)
=+
Schritt 7: Diskussion 2%, kompensiert Schwerkraftanteil _| zur schiefen Ebene
[siehe (17.4)]
Bemerkung: (7%5) L13
IL L \
S{é) = ~ 7_£ 344/‘-\& F‘U‘sl-' + So (l)
Bewegung entlang
der § -Achse
lost die effektive - N
Bewegungs-Gleichung: w s S;‘ = - § Sin i S“ ()
S~———
- "
('”51‘ %u) S
[aY
Wohei - Sq: (é‘,m o 4—é‘a siha) = Kraft || zur Ebene ()
s(t) ist eine "verallgemeinerte Koordinate";
mit dem Ansatz A(#) = 50 o4
3“;) = O (‘f)

T() = $(§) 4

wire (18.2) sofort aus N2, 7 = w\Z}‘ gefolgt, ohne dass es notig gewesen ware,
Zwangskrdfte zu berechnen.

Moral v.d. Geschichte: suche zundchst verallg. Koordinaten!!




