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Lagrangeformalismus (v8) 06.05.08

Lagrangegleichungen 1. Art

—_—

0]

—= 4ot = fot
Newton: Kraft K °gegeben; lose N2: wme = K

Aber:  Oft treten Zwangskrdfte auf, die erst durch Bewegung geweckt werden.

Y — q—K£' =2 — p—
Gesamtkraft: K o K + K™ = K + 2 ()
Beispiel: ot %) o
Ebenes Pendel [ n
, L =Laonge

,/ -0 z 1L Zar B "WUJ ungs r?aﬁu{-uc:j

0| Y 4 -

| 2 Newton: wr = Ke 2 (3

3

f":/ %.‘ Zwangs- . 2
K:/l Ko y -4 =o

. Bedingung (zB): §(7): =
K = - Vw\.ﬁ z (Q)

(a) Lagrange-Methode 1. Art: besbivme 2 explitt, wad lose (1.3) Air Z@)

2. Losungsmethoden:

Hier: z - 2(x,2) « 0

(b) Lagrange-Methode 2. Art: e falle 2B i d""'“‘"“, diwrd Wall
%&&57 weber Koo+ dinalen , lé&se deren GWTJZ'

——

Hier: 17 = /L A;b\.L,O ): — /[LmY%- (2.)

T )
l8se  wg = L. droplh @




Zwangsbedingungen (ZB): [Verallg. von (1.4)]

Betrachte 1 Teilchen in ']K?: .

1.ZB: 3‘(?, ) = o definiert 2D-Fldche "F1" W
in 3D-Raum oefiviert
2.Z8: (37'(' 74 =0 definiert noch eine Fléche, Keweve
"F2", in 3D-Raum ®
Beispiel: z kR -
fir ebenes Pendel: 3! = % r —L =0, 37_= Y i (3
Allgemein: R Zwangsbedingungen fiir N Teilchen in ]Zg .
Notation: L= (ﬁ\, B, o, ) ()
3N Koordinaten: = (zvrx % 2 )
Nz G Nl XLy LEL A3y Tts, Ko, e, Xawez Xan o, X/
“_:z - ;c,'é\‘ i')‘S'C«z. *Xbét& Kow\.fowcw{:ew . aAn , W =, - 3N
R—;“ = Hzn-2 é« t Azn-) E:. r o XzN 23
R Zwangsbedi : ( =7
wangsbedingungen: 30(, at) = o , o=(.. R (53N-) m
Anzahl freier Parameter _F = 3N - R
("Freiheitsgrade"):
/ Abstand fest :
Beispiel: 2 Massen am Stab: 0 Feozmn -, =6
x
Beispiel: Wippe: .\. Abebaud, SP fest,
/A\
L:—' 32— | ~3 =2

falls Wippebene fest:
fzC-ro3-1 =




Klassifikation v. Zwangsbedinungen:
¢ (s 34; f[a(ic,i') =o  "skleronom"

w
(zeitunabhdngig)
"Holonome ZB": / 93

(Geschw. kommen 3“ (%) ('= ° \ "reonom" (Z>

nicht vor) oL joc()('f) +o (zeitabhingig)

(3

"Anholonome" oder

"nicht-holonome" ZB:  alles andere, z.B.

(im folgenden nicht iy

weiter diskutiert) ( , ) _ o L=L0
3 wl®, 2 ) = o  (Geschw.-abhingig) 7/

(4) -

30((%,11) £ O (Ungleichheit)

@

Holonome Zwangskrdfte (ZK): @
Holonome ZB 3”’(7(‘%> =0 *=t..., R (')

zwingt Bewegung in eine (3N-R)-dimensionale Hyperfldache (HF) hinein, doch innerhalb
HF liefert sie keine Einschrdnkung auf Bewegung

Entsprechende ZK hdngt von Bewegung ab; sie zwingt Bewegung, innerhalb HF zu
verlaufen.

= | Holonome Zwangskraft J—-Hyperfldche (2')
» — s HF 5 Le
Ansatz fiir ZK Zz = ')d_u:) Y (%¢) = ,ef.,
(Fiir Nz1):, R " B DN P e
Motivation: 7 s:-)“:i:
oo = o x
HF ist definiert durch: 3&0‘/&) =0 © 3u.( 4
— = Gulx'¢)
i : X ¢ 1 HF j
Richtung % jd' (x,t) ) f]'-—(; LS54
Betrag vlzd. wird durch ecl®) so eingestellt, dass Bwg. = §u (%) + $3. Vju(*.f)

(trotz duBerer Krdfte)in HF bleibt

3% . TGu =6 = VgL WF




=
Beipspiel: ebenes Pendel ] LT l

z
Hyperfldche Fl: 3,(1, }l %l «l’) = xL-F E’-_ 27'=° (’) OA , £
xlt-;e"-.: tlf- 3, : Kreis w xt-Ebpa wat ’
Rodivs ) 8¢5 \ ’
e J12° N { T
- 2

P 3' =0 v N E]—‘ L= 'L(lz)‘ - %—é\a)

C o : ) Lo @
7 )7 & V = 24

e —
£ = Keeis €3 /b(RadiusvekTor in x-z-Ebene)
2 = A7 )

Zwangskraft 1:

z
Hyperfldche F2: 3z(x’ e g t) = A} =° (l{) t%]
R — 3

Vg, = &y, B 7l ©@
37— jl - U /miel

X)) <<€>

Bewegungsgleichung mit Zwangsbedingungen: IE
. . ] g u-'ls — —
(6.3) eingesetzt in N2: mr = Koxt — 7 (})
d - S 7 a
D ek Elldce) V 9q (k) @
%LBC}O L }\ t\ S\A—MM( \;‘hhﬂ( a,[(g_ %K X
ZB: 3&()—(‘,4) = © , * = .-, R (3)

(8.2), (8.3) sind 3 + R Gleichungen mit 3 + R Unbekannten
R T R
K () A

Durch Losung dieser Gleichungen kénnen alle Unbekannten bestimmt werden.




Verallgemeinerung auf beliebiges N: (3N Freiheitsgrade, n=1, ..., 3N) | |
S 1

R Zwangsbedingungen: jM ((;}5}-) = o x (ke ) Xgy) (1)
oL = {, eu P 72
Ansatz fir Zwangkraft 2™ Y L a,l0d) (2)
nsatz fiir Zwangkra - (& 2 q,.(x W= .. 3n
(in 'P\,“ -Richtung): Z:ot— ol ) 9xm3 / 7
Weralls, v- (6]
U
&
(9.2) eingesetzt inNz | W, ¢, = KV\ + Z)‘oc (¢) .7);(“ 3«-(1;17)
w=y.. 3N

@.3) (ﬁ,l)
(9.1) und (9.3) bilden die "Lagrange-Gl. 1. Art": 3N + R Gleichungen fiir

ng + = Unbekannte

(\

Kon Ax
Beispiel fiir N = 2 mit einer ZB (o =1) : [0
cispiel flir N =2 mit eingr 2B *2 ZK auf Teilchen 1, 2

_ = )
Notation fiir Zwangskrdfte: (2:)2,7‘, dd) s 20 (e} 2b) = 3@ R
(k“:‘)emdb\. 2%)

Sei  3(7 %, ¢) - § (4 -, 0) @)

(z.B. sei Abstand L.;&' |-l -2 =0

(&
g M

WM, v,
A .
ZK auf Teilchen1: G0y = W) (2,3.2,)q, = N T 9, ®
T = (¥, 29 —
V2
—_—

ZK auf Teilchen 2: 'Z-U's = 'xl({f) (al(, ’F, D(,) 3, = ’\l E.z, ﬁl (S)
41-;:(!#,7‘;'7[6)
_ (40.2) = (o) 5 0) ©
qlﬁéﬁ.f-,,) = -V, 3(‘7,;&) = - ’l\( V) 3( = - 2

N3 wird reproduziert!
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Erhaltungssdtze ‘ Llla
Falls ZB Symmeftrien verletzen, gelten entsprechende Erhaltungsdtze nicht mehr.

(W2 oo ®
Impulserhaltung: 45 - %{:(Miz) =K+rZ = 0, daun p = kot !
ok
£ o d i) e ®e3) W, s Loy ©
Drehimpulserhaltung: g = g\ *7/ = 7 x(Ke2) =°, olew [ =lout €
, d (+ d Lo’ )
Er!.er'gleer'haltu.ng o ( |+ (A) = It %[z WX, ¥ uv{"v\“:))] (
(fiir kongervative _ W
Krdfte Kn): =L [w.“wt st YU - 2un ] ¢
n —
RHor \.\
= ’Z\A ¢ — K = o~ o\« x“
°s o&—‘ialx.é) - fa e " =" \—JM;_J

- " D9
_gtbu‘y.)xu—s% © d(r T
B W) 7 - 22 g B

Fazit: Energie-Erhaltung, falls ZB nicht explizit zeitabhingig sind, d.h:  de3u=o  (®

Losungsrezept mit Lagrange-6Gl. 1. Art (LG1): L“”b—l
1. Formulierung der ZB: Ju (xt) = o 0}
2. Aufstellung der LG1: max. = Ka 4—23\»(3.‘3& ()
3. Eliminierung der ')(K
4 Losung der Bewegungsgl. fir x,
5. Bestimung der Integrationskonstanten

(so, dass ZB und Anfangsbedingungen erfiillt sind)
6. Bestimmung der Zwangskréfte, via Z:\L = W0 30‘(1,&)

7. Diskussion !l (3




Schritt 3 im Allgemeinen: Eliminierung der )w : 2. Lz

. . . . /—_"ﬁ
Eliminiere  (i12) My %, = Kulzx t) + 2D PRr §a 0)
zundchst Ww’ "
A - 4 - Z (3nqy) % ¢
o) © = £ qulnd) = ZCnge)xu )
L .
Ji_ () = &(.u) o = Z @w«w@ v % (n[ahg.t)) o &
L4
= — Fulxx,t)
Eliminiere 7, aus (SR - X ~ “
" L
(12.1) und (12.3): R Z09a% [k » z A6 0u 9]
©
Dies ist ein lineares, inhomogenes Gleichungsystem fiir die R GroBen A, .
Kann im Prinzip gelost werden; allgemeine Form der Lasung: Voo = dulxn,t)
(12.5) in (12.1): "M« % = Kulr, % 3) + 2u02,5%, ¢) / (©
‘\) :Z ]&(7‘:’;, t) av\.j"‘,'&)
Rechte Seite ist bekannte Funktionv. x,x , t ; losen durch Integration...
Beispiel: Reibungsfreies gleiten auf schiefer Ebene Teng = reding
'Z = "'ﬂMO‘
bint
Con ot
)
Schritt 1: ‘ 2 oo
(Formulierung der ZB) 31(".“ = wAhe - s ° (1)

len = 4 =0 (1§
Schritt 2: . _ (2)
(Aufstellung der L61) ~ wm?@ = - =38 + X 7q, +NVy

V\-.u"" “w 2 = . > ¢
W x. = K 4_“"\,(')*3,,. = -w;j c',\; - 1-((,‘9-«& —Cyend) + A, €. (3)




(13.5) in Komponenten:

Schritt 3:
(Elimination v. ) & )

(14.1) eingesetzt:
[entspricht (12.4)]

Auflosen nach '), :
[entspricht (12.5)]

Analog fiir 31, =0 :

W.-': = ’)‘( Ain «
“¢5 = 'kl
WL% = —-M% ~ ’Al Lo o
% . .
(\z.;); o = %;.,31 = X Aind - End
A -~ e
= .:“-wa (_3 Timu)fnot

): (siv.loc + mlat) =
“\/*"

=

_W\S Lop o 3}1

A2 ((s.ﬂo} (’Q-‘ @
Ot Hi i = -

Nun sind also 3, und 3z bekannt.

LIk

(1e)
(Y
(l c)

(2)

®

()

()

Loleny A
(14.5) in (14.1): (I!{,\a.) WMy = -~ kg co *  Aiwnd
w '3 = o)
[1k) N__—\]'
Lll(.lc) mz = ~—W\3— (—W\ﬂMOg) cor
= - “’U)(I ~ (,aal,x,) = —M3 Ains &
(Nun sind ’A, und bz
eliminiert) wE T - wag St
(5. Ny
Schritt 4: x(l) = -1 c')w;otxul\u, Fatbra.
(Losen der Bewegungs-
Gl. fir xn)
[Fiir dieses Beispiel \3“) = b L & L,
ziemlich trivial...]
) = - % %"3 siwe + b or oo

Q)

0]

6)

(v)




Schritt 5: Bestimmung der Integrationskonst., so, dass ZB L16
und Anfangsbedingungen erfiillt sind.

ZB (13.1) fiir alle t: Xfud O = T ek 'J = o

. \fis0)
" Tarme b s
EEJN{' . o (@t + ae) gine = (ccbe ) en )

< n”\"ﬁwﬁsﬁcsi«w- .
Af = Vo e ) ¢ = Vo 4\ X (®»

Ansatz zur Losung =
v. (16.2): Ar = Seema Cr = So din & (¥
< measfos.'#uv\ —

2(4) = slt) o Q{f
Eingesetzt in (15.6) ‘J“’ - e wit S04 - —"itL%M/Jl'k \ 5)
Fuet + So
T(h) = sly) s«
-
Sly) = g zuriickgelegter Abstand O
entlang S -Achse )
Schritt6: (D) 2y = A a o |LIt
(Bestimmung der
Zwangskradfte) 5 - AV Il = wqcna ®
' ! 3) y \ j
()
— = (_" vy Coec) (E_, simoe — €3 Mo(,) ()
& V. fe e .
) \ (=3 55) k_/m%ﬂ-s)
%} — -
(x,%) 2, Z, = ('-{j-él.)(* <) )
R e
- Clecke; = _M(—Sé\e).('-—é\g S ve,wn) 3
M_‘ S = wA ‘2 (P
»7 - qens (= S sin r & )
= [+
Schritt 7: Diskussion 2 kompensiert Schwerkraftanteil _| zur schiefen Ebene

[siehe (17.4)]




Bemerkung: (%) L3

sit) = ~‘7‘_l;l aid Euwt ¢
Bewegung entlang 3 ) o
der § -Achse
lost die effektive - N
Bewegungs-Gleichung: w s S;‘ = - § Sin i S“ )
S~——— 2
- "
('“3‘ %u) S
[aY
wohei - Sq:(é‘,m e 4—23 sina) = Kraft || zur Ebene ()

s(t) ist eine "verallgemeinerte Koordinate";

mit dem Ansatz A(+) = s5(8) co &
T() = $(¥) 4eax

wire (18.2) sofort aus N2, 7 = u,\g gefolgt, ohne dass es notig gewesen ware,
Zwangskrdfte zu berechnen.

Moral v.d. Geschichte: suche zundchst verallg. Koordinaten!!




