Hamiltonsche Mechanik (Kanonische Mechanik) U2 26.6,08 m

Hamilton-Funktion und Hamiltonsche Bewequngsgleichungen

Motivation: Die Hamiltonsche Formulierung der klassischen Mechanik

- erweiterert Klasse der zuldssigen koordinaten Transf. (wichtig fiir Diskussion v. Symmetrien)
- ist ideal fiir formale Diskussion der mathematischen Struktur der klassischen Mechanik.

- verdeutlicht den Bezug der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik.

Zentrale Ergebnisse (Vorschau):
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Allgemeine Formulierung | Ex}

Verallg. Koordinaten seien: . = (Zt, v, 4 f ) , i - (z:, -, i,c) €
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Ziel: ein Formalismus, dessen Variablen nicht (@/ y sondern (Z ’P) sind!
Def: Hamilton-Funktion (engl: Hamiltonian): (
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beschrieben wird, heisst “kanonisch". Ein kanonisches System hat eine sog. Hamiltonfunktion.
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Die unahbdngigen Variablen der Hamilton-Funktion smd
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l%emer'kung: (3.4) ist eine Legendre-Transformation von L zu H, wodurch die Hlf
q, durch ¢ als unabhdngige Variable ersetzt wird. Wozu die Einschrdnkung (3.3)?
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Anders gesagt, P = 3 i" = P.c(f,,‘f,,é) muss sich nach den ‘L«. auflésen lassen.

Nach dem Satz iiber mverherbare Funk‘rlonen ist dies genau dann maglich, wenn die Matrix
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invertierbar ist, das System also kanonisch ist. Plausibilitdtsarg. fiir diesen Satz:
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Wenn kinetische Energie quadratisch ist in den verallgemeinerten Geschwindigkeiten
und das Potenzial geschwindigkeitsunabhdngig, ist das System immer kanonisch:
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Satz: fiir ein kanonisches System sind die Lagrange-Gleichungen (2. Art) dquivalent zu den
“Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (HG)"  ("kanonische Bewegungsgleichungen"):
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Bemerkung: aus_ f Differentialgleichungen 2. Ordnung (L2) werden dquivalent
2f Diff.6l. @)r‘dnung (HG). Folglich hat Hamilton-Formalismus mehr unabhdngige Variablen
(2f statt f), und erlaubt somit eine grofere Klasse von Transjer'ma‘rionen.
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Satz:  Fiir System mit skleronomen (zeitunabhdngigen) Zwangsbedingungen und hs 9
Geschwindigkeitsunabhdngigem Potential ist die Hamilton-Funktion gerade die Gesamtenergie des
Systems, ausgedriickt durch die verallgemeinerten Koordinaten und Impulse.

(Bemerkung: in diesem Fall hat H eine klare physikalische Bedeutung! Vorteil gegeniiber
Lagrange...)

‘BEW@‘? ?@Mluonome Z%Langs%e?ngt{\gl‘r‘s\l_‘r éife‘rische Fnergivin:. qE?d(rza/‘rifjhe Form in den(‘ \

Kanonische Impulse: - 2 ‘L“ (’k - = 2T —(T-v) = T+V
Pe = é': = ZTK T(c = Eueae!
8‘1’)& J?Q \ Tls N‘bﬂ a.
\—»__J
(w) Tei = Tje) 1

Bemerkung: Sind die Po‘ren‘ruale zeitunabhdngig, ist die Hamilton-Funktion eme Erhal‘rungsgoBe("’

°H d 24 dp.
el - 23500 ¢ TR @

d b $ 8 ] >t
H) = .o L )
2|l -p.g- :
Pl e 1= o
Sio
Satz: Falls die Hamilton-Funktion nicht von einer bestimmten generalisierten Koordinate
abhdngt (zyklische Koordinate), ist der dazugharige kanonisch konjugierte Impuls eine
ErhaltungsgroBe.
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Mathematische Ergdnzung: "Legendre-Transformation"
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Bemerkung: Die Legendre-Trf. hat interessante mathematische EIgenschaftné. Y .B. fihrt sie
zweifach ausgefiihrt zur Identitdt. Im Beispiel oben: (& - (5; (S -3
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Bei der Legendre-Trf. geht also keine Information verloren,
nur Wechsel der unabhdngigen Variablen.
Verallgemeinerung dr Legendre-Transformation auf Funktionen mehrerer Variablen: \M
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Bemerkung: De Fisbron
Damit ist die Hamilton-Funktion die Legendre-Transformation der Lagrange-Funktion beziiglich
der generalisierten Geschwindigkeiten. (Die generalisierten Koordinatien werden nicht
transformiert!) .
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