Poisson-Klammern

Betrachte zwei physikalis

Def: "Poisson-Klammer
von F und G":

Einfachste Beispiele: im
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sche Grossen, die von den Koordinaten, Impulsen und Zeit abhdngen:
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Hamilton-Formalismus sind p , q , tunabhdngige Variablen, also:
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Satz: Poisson-Klammer hat folgende Eigenschaften:

(i) Antisymmetrie:
(ii) Distribution:

(iii) "Jacobi-Identitdt":
(zyklische Vertauschung)
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(iv) "Faktorisierungszerlegung": ° W
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Satz: Die Zeitabhdngigkeit einer beliebigen dynamischen Grofe F(@,P,f)
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Bemerkungen:
1. 6Gl. (14.5) enthdlt u.a.
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die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen als Spezialfall:
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2. Eine nicht explizit zeitabhdngige GroBe ist genau dann eine Erhaltungsgrofie, wenn

die Poisson-Klammer mit

3. Mittels der Rechenreg
reduzieren.
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eln (14.1-4) lasst sich jede Rechnung auf die Grundregeln (13.5-7)

4. Ausblick: Die Quantenmechanik (QM) ist eine andere Realisierung einer Theorie mit

- (13.5-7) als Grundrege
- (14.1-4) als Rechenrege
- (14.5) als Bewegungsg
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Heisenberg lieferte eine
- Physikalische Grofien: d

- Produkt zweier Grofen

- Kommutator von Matriz

- Poisson-Klammer der Kl

- Grundregel (13.5-7):

- Bewegungsgl (14.5):

Dies ist "Heisenbergs Be
Wellenformulierung der (

Matrix-Formulierung der QM:
argestellt durch (unendlich-dimensionale) Matrizenf = F

Matrixprodukt, nicht kommutativ: [e. § 1= 63\ i 5 £ 4
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wegungsgl. fiir Operatoren, dquivalent zur Schrdodingergl. der
QM.




Satz: Die Poisson-Klamm
selbst eine (nicht explizi

er zweier (nicht explizit zeitabhdngiger) ErhaltungsgroBen ist
t zeitabhdngige) ErhaltungsgroBe.
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Bemerkung: die Erhaltun
(Siehe Mathematische

Tocobi, (4.3)
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gsgroBen bilden also eine abgeschlossene "Algebra".
ef. einer Algebra: Menge von Elementen mit einer Kompositionsregel,

laut der die Komposition zweier Elemente der Algebra wieder ein Element der Algebra ist.)
Die Poisson-Klammer-Algebra hat in der Regel nur eine endliche Anzahl von Elementen, da die
Poisson-Klammer zweier GroBen eine Linearkombination von schon bekannten ErhaltungsgroRen

produzieren kann, oder einfach eine Zahl.

Beispiel: Drehimpuls-Alge

Betrachte f Punktmassen
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Gesamtdrehimpuls:

Wir wissen bereits : Gesa
Laut (15.3) muss folglich

Die Poisson-Klammer von
Ubung!):

Fazit: Die 3 Komponen

In diesem Beispiel liefer
(in anderen Beispielen ko
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miteinander wechselwirkend via einem zentralsymmetrischen Potenzial:
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zwei Komponenten von L (beide ErhaltungsgraoBen) liefert (siehe
iéx, L:.) { = LZ
{Lt},L}Z = LF iLoH Lb} = Zc ia.‘oc(—c @
ZL%, in = Ly a'(’.k%z

en des Drehimpulses bilden eine geschlossen Algebra mit 3 Elementen.

die Poisson-Klammer also keine neuen Erhaltungsgrofen
nte das aber durchaus passieren!)
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Phasenraum und Liouvillescher Satz ‘HZI _

Phasenraum = 2f-dimensionaler Raum der gen. Koordinaten und kanonisch konjugierten Impulse.
Kenntnis der Dynamik bedeutet: Kenntnis der Trajektorien im Phasenraum (PR),

) - (g0, 760, plb, . psle) 0
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Beispiel: Harmonischer Oszillator (F=1)
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Bewegung verlduft periodisch, mit T =% unabhdngig v. Anfangsbedingungen.

Bewegung im Phasenraum ist analog zu Strémung einer Flissigkeit, Trajektorign schneiden

sich nicht. Welche Eigenschaften hat diese Fliissigkeit? (2 S&Zc(.p. h.'ifu../d'w.i,waur)
Satz: Liouvillescher Satz @
fiir ein kanonisches System ist der FluB im Phasenraum volumenerhaltend (divergenzfrei).
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Beweis: Gegeben sei Volumen im Phasenraum zur Zeit t:
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Dessen Zeitentwicklung wird beschrieben durch Zeitentwicklung der PR-Koordinaten.
Betrachte infinitesimales Zeitinterval: «, Priatin "éhmk Prllion
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Mathematischer Satz liber Koordinatentransformationen bei Integralen: H2s
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Fir Transformation der Form xg = X () , R,
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