Zusammenfassung: kanonische Transformationen V2§ - DR.or.0% [H30)

Definition: Variablentransformation d. Form (2) heisst "kqgonisch", wenn sie d. Form der
kanonischen Bewegungsgleichungen erhdlt, d.h., wenn ein H(89,¢) existiert, fir das gilt:
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Allgemeines Konstruktionsprinzip einer kanonischen Transformation: wéhle "erzeugende F"
und konstruiere neue Hamilton-Funktion gemdB:
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Bemerkung: Da nur zwei der vier Variablensdtze q, p, Q, P unabhdngig sind, gibt es vier
verschiedene Klassen F = R (1, Q, t)
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(29.5), mit Einsteinscher

Summenkonvention: () (o)
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Hamilton-Jacobi-Theorie
Bewegungsgleichungen werden einfacher, wenn die neuen Koordinaten zyklisch sind. Dies
ist insbesondere dann der Fall, wenn eine zeitabhdngige kanonische Transformation existiert,

®
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so dass die neue Hamilton-Funktion verschwindet:
. 0 N . b9
Fo-us H(&IPI%\ =0 / ‘Dl‘% QK= :g%{ ) PK- = '%5_“ (L\
| \|)
Q&(%'?a{') = ) 'pn(i'f'{) = }
Invertieren von (3)
liefert gesuchte Losung 11: t;(&‘ P 1) , Pt (8, p’4) ©

der Bewegungsgl.:
spielen die Rolle von Intergrationskonstanten, lassen sich durch Angabe v,

oy, fz
Anfangsbedingungen bestimmen:
() (2)
b Qg ,p ) e = Fulq Jp ) (¢

Satz: (1) Die Losung der kanonischen Bewegungsgl. ist dquivalent dazu, eine allgemeine Losung
der partiellen Differentialgleichung (DGL) ("Hamilton-Jacobi-Gleichung")

S =
Hg, o 36, g, P D2 s e 0
zu finden, mit f unabhdngigen "Integrationskonstanten" (alle zeitunabhdngig)
2) Insbesondere gilt dann: _
@) 9 T. . O, - B)
und durch Auflésen nach q folgt: =
asen nach  folgt:  {i @
Beweis (1): Eine solche Losung sei gegeben; betrachte sie als Erzeugende vom Typ F2
Fz ('1‘, . P, ) (e
Die neue Hamilton- ~ 3¢
Funktion ist dann Herd) - Hg.p.¥) Y5y o
(36.:3L) N «
. 2P

Beweis (2): folgt trivial, analog zu (38.3-5), mit




Bemerkung: Da in der Hamilton-Jacobi-Theorie [Gl. (39.1,2)] nur Ableitungen der Héo

Erzeugenden vorkommen, ist sie nur bis auf eine Additive Konstante bestimmt.
Per Konvention wird diese so gewdhlt, dass

5Cho, u,4s) = o

Satz: Wenn die Hamilton-Funktion nicht explizit von der Zeit abhdngt,
vereinfacht die Wahl
S(g,u1) = 0

fiir die Erzeugende die Hamilton-Jacobi-6Gl. zu verkiirzte Wirkung

"verkiirzte Hamilton- y ( . ag W YW, . E
Jacobi-Gl." fo s IAF P, 296 ) = @)
laut
aut Aucaline )
Beweis: H (1,, -y 9, P s - L PE I_l.) + :-L— = o ®
zeitunabhdngig
Bemerkung: Der Ansatz (1) funktioniert nur, weil H NICHT explizit zeitabhdngig ist.
Wire brduchten wir eine Zeitabhdngigkeit in )
Beispiel: Harmonischer Oszillator Heel
T
Hamilton-Funktion: H = f: v Lt ib ©
—~ (¢0.)
Erzeugende: S (Tu x=E€ t) = ®
Verkiirzte Hamilton-Jacobi-Gleichung (40.2) fiir W = W(i,E )
@o.2) > 0)
W = . L ] X z 7 _
3% E ey S o
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2 - %
Diff.6l. fir W(y,€) «3—1/“(”1/' E) = “

v
Integriert: !J,T,' (4): =
Yo
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Explizite Lésung des Bs_'“) 23 -
Integrals nicht natig, denn ?9, 0)
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Brustein v
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Auflosen nach q(t) 1/({—) =

und p(t) liefert
bekannte Lésung:
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Anfangsbedingungen bei Gl o L
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Physikalische Interpretation der Erzeugenden:
der Hamilton-Jacobi-Gl. ist gerade die Wirkung entlang

S(y,,%,t)

Satz: Die Losung
der physikalischen Trajektorie.

d Sl o 4) = ®
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Beweis: Betrachte

Hamilton-Jacobi-Gl: _ @
H t+ %—z =0
(2) = Legendre-Transf. - (3
der Hamilton-Funktion:
(&)

(1) integriert: S (Z,tx,l) =
Folgerung: Das Wirkungsintegral laBt sich als Erzeugende fiir gerade die kanonische Transf.

interpretieren, die die Hamilton-Funktion "trivial" machf.

Bemerkung: Um (4) zu verifizieren, muss Losung der Bewegengsgleichung bereits bekannt sein.




Beispiel: (43.4) fiir Harmonischen Oszillator: [Hib

é’(i,s,;) @.2) I/J(i,é) - E@-4) 0]
(hmf?d'J L L
= 4o 4 V2 E - wa ?I‘ + w(?o, E) - Ea - o) (7,)
Transformation der -
Integrationsvariablen: ®
2 1
- far € [m[“(h-‘%)] - 3] (@
N \ i S
L_.__T_\f=£;—‘z~«w$ (s
Lagrange-Funktion:
e (@
e s = 2 [t - 4) . 28§ w@tlotep] - 5} = Infegrandv. (4), (3,
konsistent mit (43.4)
Zusammenfassung: Hamilton-Jacobi-Theorie Hes
Anwendbar fiir: H = H(Z I/'),t) H. = 4 (i P) )
Ziel: finde kanonische Transformation, so dass alle ) a{Q ©
folgende Groflen automatisch erhalten sind:
Formale Forderung: /:7(7?, @, ) = /'7( Fe) = &)
Z-J/dc‘scL I .bliu_\ &.
- O . O
Bewegungsgleichungen fiir neue Variablen: @lf g(-> = &K" ST'> = {(‘ﬁ)
[ ! ©
5.0 -2
Lésungen fiir neue Variablen: Qg = . 'Pt = Qv, = Pw. = (8
Erzeugende, die gewiinschte Transf. liefert: S= W= (&
Hamiltonsche Wirkungsfunktion Charakteristische Hamilton-Funktion

(verkiirzte Wirkung)




Erzeugende wird bestimmt durch die H (i ? 2’75'/' ,{') + g:: = o H (i’ %‘,\’l) - = orHL(_)I
¥,

partielle Hamilton-Jacobi-Gleichung (HJG): !

bedeutet: ersetze durch
Die vollstdndige Losung der HIG enthdlt n Integrationskonstanten, x{; .= P = a = a,u;i-, ®
die gleich den erhaltenen Impulsen gesetzt werden kénnen: ¢ ¢
Vollstdndigen Lésungen der HTG S = W = @)

sind also Funktionen der neuen Impulse:

Pely, ) 0

Eine Hilfte der Transformationsgleichungen ist automatisch F"- ($ % i ) =
erfiilllt (da genutzt in Konstruktion der HJG): !

(n
Die andere Hdlte der Transformationsgleichungen, &t( 1,’0('” = l Qk(il«l*) =
lasst sich auflésen nach den alten Koordinaten, und -
liefert somit die gewiinschte Losung der Bewegungsgl.: 7/ (]2)
Anfangsbedingungen fiir Koordinaten und Impulse, oL = F = (l3)
eingesetzt in (10) und (11), legen die Konstanten fest: ’
Falls H nicht von der Zeit abhdngt, gilt: 3(1, A { ) = L\/(i, “) - o i’ ()
. . . . . . [
Separation der Variablen in Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wir wissen bereits: falls H nicht von t abhdngt, separiert die Erzeugende in zwei Beitrage, linear

in t bzw. unabhdngig von t:
zw. u 9'9 Charakteristische Hamilton-Funktion

S(Z,ﬂ(, t) = -,k 4 &/(Z,(x) 0
denn dann reproduziert
die HJG die 1-
bhangigkeit von H: 2S -
unabhdngigkeit von H(‘t 31: ) ¢ St o = &)
Analog gilt:
falls H ausserdem zyklisch in einer Koordinate ist, z.B. in roee GE, Pl een P#>
kann auch W(q,P) in zwei Beitrdge separiert werden, linear in bzw u abhangng von 7t
(3)

W(g, )

Grund: dann reproduziert (3) die

Tatsache, dass derzu ¢ ¢ (3s3a) NN

konjugierte Impuls erhalten ist: 'PF s E{F = (4)
HJG (2) vereinfacht

sich zu: H( 1,‘: “%) ‘i(——. ) ) = & (€3]

(Fiir allgemeine Diskussion, unter welchen Umstdnden HJ-Gl. separierbar ist, siehe Goldstein, Kapitel 10.4.)




Beispiel: Zentralkraft-Problem: V= V(r) He3

Wahle Polarkoordinaten in der Bahnebene: (z = 0 = konst.)

Zwischenrechnung: Finde Hamilton-Funktion H = H(q,p):

Kinetische Energie: T =Lwm [/OL ¢ rltfl 2" ] ©
[Blatt 6, Beispielaufgabe (le)' ]
L - -
Kanonische Impulse: Pf = -'aT = om f ) = ]° = :P“:P— (za)
3w T - - _ P
T = S "¢ LS (2
Hamilton-Funktion: H = ?f? + PIP(P - L (3)
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< = PRoyop P - t[(P—f)H f‘G’Lj ~V] @
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H B z‘v«[?f + -%‘;;Ll + V(f)
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Notationskonvention: Go=, K= ,o o Gr= % , %=, 0
Charakteristische Hamilton- - (
Funktion laut (47.3): W(1, ,0‘) = 0(_,: (LF + W(‘L.,;..lw_l , % ...,°<,c)) @)
Kurznotation
Hier: WPy, o0, ap) = (3
bedeutet: ersetze durch

Hamilton-Jacobi-6l. H( W' W'

. AL oW — (2
laut (475) 1/' ) 7#-. ) att,',,.l an-. ) O(F) oL, ()

\
Hier: P [ + }07_ ]* V(r\ = o ()
\ {

(5) aufgeldst nach 2—”- : 2!. = (©)




Volle Erzeugende, (49.3):

P 1
W = W = 0(«( ¢ « ‘(dﬁlﬁm [« -V - oc’.}/fﬂ
Po
Transformationsgl.: Syt + rgK = Qk(fl,« ) = %_‘%/(

l:fP4'~ L

Hsv
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(4)

@ wit K= e ' Jomlo - VO] - 4/
(3) gibt Radius als Funktion der Zeit , konsistent mit ZP7.3 Il
P T e /Pt
® wet K=z M’- f dr' ] V) o("/-z."
oy po Jen - VY] - %9/
(4) gibt Winkel als Funktion des Radius  , liefert also Bahnkurve, konsistent mit ZP8.2 |l

HJ-Formalismus ist sehr mdchtig - zentrale Ergebnisse folgen mit sehr wenig Aufwand!

Fiir analoge Behandlung der Zentralkraft in Kugelkoordinaten: siehe Goldstein.




