Quantentheorie des einatomigen idealen Gases.

Von A. EINSTEIN.

Einc von willkiirlichen Ansitzen freie Quantentheorie des einatomigen idealen
Gases existiert bis heute noch nicht. Diese Liicke soll im folgenden ausge-
filllt werden auf Grund einer neuen, von Hrn. D. Bose erdachten Betrachtungs-
weise, auf welche dieser Autor eine hochst beachtenswerte Ableitung der
Pranckschen Strahlungsformel gegriindet hat'.

Der im folgenden im AnschluB an Bose einzuschlagende Weg laBt sich
so charakterisieren. Der Phasenraum eines Elementargebildes (hier eines ein-
atomigen Molekiils) in bezug auf ein gegebenes (dreidimensionales) Volumen
wird in »Zellen« von der Ausdehnung A3 eingeteilt. Sind viele Elementar-
gebilde vorhanden, so ist deren fiir die Thermodynamik in Betracht kom-
mende (mikroskopische) Verteilung durch die Art und Weise charakterisiert,
wie die Elementargebilde iiber diese Zellen verteilt sind. Die »Wahrschein-
lichkeit« eines makroskopisch definierten Zustandes (im Pranckschen Sinne)
ist gleich der Anzahl der verschiedenen mikroskopischen Zustinde, durch
welche der makroskopische Zustand realisiert gedacht werden kann. Die En-
tropie des makroskopischen Zustandes und damit das statistische und ther-
modynamische Verhalten des Systems wird dann durch den Bourzmaxnschen
Satz bestimmt.

§ 1. Die Zellen.

Das Phasenvolum, welches zu einem gewissen Bereich der Koordinaten
x,y, 2 und zugehérigen Momente p,, p,, p. eines einatomigen Molekiils ge-
hort, wird durch das Integral

® = [ dzdydzdp,dp,dp, (1)

ausgedriickt. Ist V das dem Molekiil zur Verfigung stehende Volumen, so

ist das Phasenvolumen aller Zustinde, deren Energie £ = —2% (p: +p, +p:)
kleiner ist als ein bestimmter Wert E, gegeben durch
4 el
® _—._1"-—3—11'(2mE)2 : (ra)

1 Erscheint nichstens in der »Zeitschr. fiir Physik«
Sitzungsber. phys.-math. KI. 1924. 1
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Die Zahl As der Zellen, welche zu einem bestimmten Elementargebiet AE
der Energie gehort, ist folglich

Vv 3t
As=2wﬁ(2m)’E=AE. (2)

AE
Bei beliebig klein gegebenen - kann man V stets so groB wihlen, daB As

eine sehr groBe Zahl ist.

§ 2. Zustands-Wahrscheinlichkeit und Entropie.

Wir definieren nun den makroskopischen Zustand des Gases.

Es seien nun im Volumen V7 Molekille von der Masse m vorhanden.
An derselben mogen Energiewerte zwischen £ und E+ AL besitzen. Die-
selben verteilen sich unter die As Zellen. Unter den As Zellen sollen ent-

halten p.As kein Molekiil,

p.As 1 Molekiil,
p,As 2 Molekiile
usw. _
Die zur sten Zelle gehdrigen Wahrscheinlichkeiten p, sind dann offenbar Funk-
tionen der Zellenzahl s und des ganzzahligen Index 7, und sie sollen daher
im folgenden ausfihrlicher mit p; bezeichnet werden. Es ist offenbar fiir

alle s ,
Spn=1. (3)

Bei gegebenen p und gegebenem An ist die Anzahl der mdglichen Vertei-
lungen der An Molekiille iiber das betrachtete Energiegebiet gleich
As!

r=o H

[1(pag)!

r=o

was nach dem Stieruineschen Satze und der Gleichung (3) durch

I
ersetzt werden kann, wofiir man auch das iber alle 7 und s laufende Produkt

I
W (4)
setzen kann. Erstreckt man die Produktbildung iiber alle Werte von s von
1 bis 0o, so stellt (4) offenbar die Gesamtzahl der Komplexionen bzw. die
Wahrscheinlichkeit im Pranxckschen Sinne eines durch die p; definierten (ma-
kroskopischen) Zustandes des Gases dar. Fiir die Entropie S dieses Zustandes
liefert der Borrzmannsche Satz den Ausdruck

S=—xlg> @ lgp. (5)
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§ 3. Thermodynamisches Gleichgewicht.
Beim thermodynamischen Gleichgewicht ist § ein Maximum, wobei auler
(3) den Nebenbedingungen zu geniigen ist, daB die Gesamtzahl n der Atome

sowie deren Gesamtenergie £ gegebene Werte besitzen. Diese Bedingungen
driicken sich offenbar in den beiden Gleichungen aus’

n=">1>rp, (6)
E:EE‘rpi, (7)

wobei E° die Energie eines Molekiils bedeutet, welches zur sten Phasenzelle
gehdrt. Aus (1a) folgert man leicht, daB

2

B = cs®
¢ = (2m)" ‘A (—;irV)_;

Durch Ausfithrung der Variation nach den p; als Variabeln findet man, daB
bei passender Wahl der Konstanten 8°, A und B

(8)

pr=Fe
= A4+ B } 9)
sein muBl. GemiB (3) muB hierbei sein
W= 1—e" (10)

Hieraus ergibt sich zuniichst fiir die mittlere Zahl der Molekiile pro Zelle

" 5 —afr § d —af s a !
= Srp =S = (S )=—ﬁd5(l_e_ax)=g‘,,‘_l. (i1

Die Gleichungen (6) und (7) nehmen also die Form an

I
n= 2 e (6a)
E=c¢3 0
—cz eu‘—-:—l—, (73')
welche Gleichungen zusammen mit
« = A+ Bs®

die Konstanten A und B bestimmen. Damit ist das Gesetz der makroskopi-
schen Zustandsverteilung fiir das thermodynamische Gleichgewicht vollstdndig
bestimmt.

! n*=3rp! ist nimlich die im Mittel auf die ste Zelle entfallende Zahl von Molekiilen.

)
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Durch Einsetzen der Ergebnisse dieses Paragraphen in (5) ergibt sich
fir die Gleichgewichtsentropie der Ausdruck

S=—x{%[lg(l—e““")}—An——f—E}. (12)

Wir haben nun die Temperatur des Systems zu berechnen. Zu dem Zweck
wenden wir die Definitionsgleichung der Entropie auf eine unendlich kleine
isopyknische Erwirmung an und erhalten

dﬁj: .’[vdS=—K1Y{2 da ;‘;—ndA——E—dB—Bd(—?)},

I =€ c

was mit Riicksicht auf (9)., (6) und (7) ergibt
iD= xTBd(_f.) =1 2aE
oder

I B
Y (13)

Damit ist auch die Temperatur indirekt durch die Energie und die iibrigen
gegebenen GroBen ausgedriickt. Awus (12) und (13) folgt noch, daB die freie
Energie F des Systems gegeben ist durch

F=E—TS:xT{ng(x—e““")——An}. (14)

Fir den Druck p des Gases ergibt sich hieraus

JF TE JdB _dlge 2 E .
= ——— = — %l — e = — = — .
P 3V : 2V 3V 3V (15)
Es ergibt sich also das merkwiirdige Resultat, daB die Beziehung zwischen
der kinetischen Energie und dem Druck genau gleich herauskommt wie in
der klassischen Theorie, wo sie aus dem Virialsatz abgeleitet wird.

§ 4. Die klassische Theorie als Grenzfall.

Vernachlidssigt man die Einheit gegeniiber ¢“°, so erhilt man die Er-
gebnisse der klassischen Theorie; aus dem folgenden wird sich bald ergeben,
unter was fiir Bedingungen diese Vernachlissigung berechtigt ist. Gemif
(11), (9), (13) ist dann die mittlere Zahl »* der Molekiile pro Zelle gegeben
durch

W= =c¢"4e7 T . (113)

Die Zahl der Molekiile, deren Energie in dem Klementarbereich d £’ liegt,
ist also gemiB (8) gegeben durch

%c—%e—ie-%ETdE, (11b)
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im Einklang mit der klassischen Theorie. Gleichung (6) liefert demnach bei
Anwendung derselben Vernachldssigung

\4 3
A =nh—(2mxT)" . (16)

Fiir Wasserstoffgas von Atmosphirendruck ist diese GroBe etwa gleich 6. 10%,
also sehr groB gegen 1. Hier liefert also die klassische Theorie noch eine
recht gute Niherung. Der Fehler nimmt aber mit wachsender Dichte und
mit sinkender Temperatur erheblich zu und ist fiir Helium in der Gegend
des kritischen Zustandes recht betrichtlich; allerdings kann dann von einem
idealen Gase durchaus nicht mehr die Rede sein.

Wir berechnen nun aus (12) die Entropie fiir unseren Grenzfall. Indem

man in (12) Ig (1—e™*°) durch —e~*" und dies durch — ,,MI . ersetzt, erhilt

man unter Beriicksichtigung von (6a)

S= leg[ 4 (27rmxT)%], (17)

St
© W
wobei v die Anzahl der Mole, R die Konstante der Zustandsgleichung der
idealen Gase bedeutet. Dies Ergebnis i{iber den Absolutwert der Entropie
steht im Einklang mit wohlbekannten Ergebnissen der Quantenstatistik.
Nach der hier gegebenen Theorie ist das Nernstsche Theorem fiir ideale
Gase erfiillt. Zwar lassen sich unsere Formeln auf extrem tiefe Tempera-
turen nicht unmittelbar anwenden, weil wir bei ihrer Ableitung vorausgesetzt
haben, daB die p; sich nur relativ unendlich wenig #ndern, wenn s ¢ich um
1 dndert. Indessen erkennt man unmittelbar, daB die Entropie beim abso-
luten Nullpunkt verschwinden muB. Denn dann befinden sich alle Molekiile
in der ersten Zelle; fir diesen Zustand gibt es aber nur eine einzige Ver-
teilung der Molekiile im Sinne unserer Zihlung. Ilieraus folgt unmittelbar
die Richtigkeit der Behauptung.

§ 5. Die Abweichung von der Gasgleichung der klassischen Theorie.

Unsere Ergebnisse beziiglich der Zustandsgleichung sind in folgenden
Gleichungen, enthalten:

n = . (18)  (vgl (6a)
e — 1
— 3 3_
E = ~;pV — (32 = . (1 9) (vgl. (7a) und (15))
i -3
af = A+ Ll (20)  (vgl-(9) und (13)
— <T gl-

c= — (irrV) ?. (21) (vgl. 8)
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Diese Ergebnisse wollen wir nun umformen und diskutieren. Aus den Uber-
legungen des § 4 geht hervor, daB die GréBe ¢~“4, welche wir mit A be-
zeichnen wollen, kleiner als 1 ist. Sie ist ein MaB fiir die » Entartung« des
Gases. Wir kénnen nun (18) und (19) in Form von Doppelsummen so schreiben

¢s3
nzz}\'e‘”;T (18a)
8T
—_— i DC>3_1
E=0233A’e“7, (19a)

wobei iiber 7 fiir alle ¢ von 1 bis co zu summieren ist.

Wir kénnen die Summation iiber s ausfithren, indem wir sie durch eine
Integration von o bis co ersetzen. Dies ist gestattet wegen der langsamen
Verinderlichkeit der Exponentialfunktion mit c. Wir erhalten so:

3Vr (xT\* B

5
= 9Vn= xT\? 5
o Z (T) Z'r“??\’. (19b)
(18b) bestimmt den Entartungsparameter A als Funktion von V, T und n,
(19b) hieraus die Energie und damit auch den Druck des Gases.

Die allgemeine Diskussion dieser Gleichungen kann so geschehen, daB
man die Funktion aufsucht, welche die Summe in (19b) durch die Summe
in (18b) ausdriickt. Allgemein erhilt man durch Division

E
~—=ixT;—_‘3—°. (22)

Die mittlere Energie des Gasmolekiils bei der Temperatur (sowie der Druck)
ist also stets geringer als der klassische Wert, und zwar ist der die Reduktion
ausdriickende Faktor desto kleiner, je gréBer der Entartungsparameter A ist.

2

Dieser selbst ist gem#B (18b) und (21) eine bestimmte Funktion von (_‘.f_)amT ‘
n

Ist 2 so klein, daB A* gegen 1 vernachlissigt werden darf, so erhilt man

%=%xT[1—o.oySlﬁ%(zwmxT)"%]. (22a)
Wir iberlegen nun noch, in welcher Weise die MaxweLLsche Zustands-
verteilung durch die Quanten beeinfluBt wird. Entwickelt man (11) unter

Beriicksichtigung von (20) nach Potenzen von 2, so erhilt man

Es Es
n' = konst e~ %7 1+)\6_TT+---). (23)
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Die Klammer driickt den Quanteneinflu auf das Maxwerrsche Verteilungs-
gesetz aus. Man sieht, daB die langsamen Molekiile gegeniiber den raschen
hiufiger sind, als es gem&B MaxwerrLs Gesetz der Fall wire.

Zum SchluB méchte ich auf ein Paradoxon aufmerksam machen, dessen
Auflésung mir nicht gelingen will. Es hat keine Schwierigkeit, nach der
hier angegebenen Methode auch den Fall der Mischung zweier verschiedener
Gase zu behandeln. In diesem Falle hat jede Molekiilsorte ihre besonderen
»Zellen«. Daraus ergibt sich dann die Additivitit der Entropien der Kompo-
nenten des Gemisches. Jede Komponente verhilt sich also beziiglich Molekiil-
energie, Druck und statistischer Verteilung, wie wenn sie allein vorhanden
wire. Ein Gemisch von den Molekiilzahlen n,, n,, dessen Molekiile erster
und zweiter Art sich beliebig wenig (im besonderen beziglich der Molekiil-
masse m, , m,) voneinander unterscheiden, liefert also bei gegebener Tempe-
ratur einen anderen Druck und eine andere Zustandsverteilung als ein einheit-
liches Gas von der Molekiilzahl %, +n, von praktisch derselben Molekiilmasse
und demselben Volumen. Dies erscheint aber so gut wie unmaoglich.



